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《现代 连续 统 物 理 丛 书 》 译 序 


中 国力 学 学 会 理性 力学 与 力学 中 数学 方法 专业 组 ,于 一 九 七 九 年 八 
月 一 日 至 十 九 日 在 兰州 大 学 举办 了 第 一 次 理性 力学 讲学 讨论 会 。 会 上 ， 
来 自 全 国 二 十 七 所 高 等 院 校 和 中 国 科 学 院 力学 研究 所 ,计算 中 心 的 全 体 
代表 共同 商定 组 织 翻译 由 美国 普 林 斯 登 大 学 A。C。Eringen 栽 扫 主 编 
的 《连续 统 物 理 ( 卷 1 一 卷 4) 一 书 , 共 分 十 七 分 册 ， 争 取 于 一 九 信 中 、 八 
一 年 内 陆续 出 版 , 以 利于 推进 我 国 理性 力学 的 发 展 。 今 得 江苏 科学 技术 
出 版 社 的 大 力 支 持 ,本 《丛书 》 终 于 和 读者 见面 了 , AERA, C, Erin- 
gen 改 授 亲自 把 就 中 文 版 序言 ， 并 为 本 《丛书 》 在 我 国 翻译 出 版 给 予 了 
热情 的 支持 ， 

下 性 力学 是 在 近代 生产 的 大 量 经 验 事实 的 基础 上 ,建立 起 较 完 备 的 
公理 体系 ,运用 物质 运动 所 必须 遵循 的 基本 定律 ， 以 严密 的 逻辑 思维 和 
推理 方法 去 研究 连续 介质 ( 莘 称 连续 统 ) 的 物质 运动 和 变形 的 一 般 性 规 
律 的 力学 。 它 只 有 二 十 多 年 的 历史 。 当 然 , 关 于 用 理性 的 方法 对 连续 介 
质 运动 普遍 规律 的 研究 ,最 早 应 溯 及 贝 努 里 、 欧 拉 、 柯 西 等 著名 的 数学 
家 和 力学 家 ; 理性 力学 的 学 科 名 词 也 始 见 于 该 时 ,但 从 十 九 世纪 林 至 二 
十 世纪 中 ， 力 学 界 主 要 着 限于 传统 力学 在 生产 实际 中 的 应 用 ,而 一 度 忽 
视 了 对 连续 介质 力学 的 基础 理论 的 探讨 。 人 类 工业 生产 的 发 展 。 引 用 了 
许多 新 材料 ， 对 原 有 材料 的 使 用 也 大 大 地 扩大 了 范围 ， 只 依靠 象 弹性 
材料 这 样 简单 材 糙 的 力学 一 一 弹性 力学 或 一 般 流 体力 学 ， 显 然 不 能 B 
足 人 们 的 生产 要 求 了 。 这 种 情况 从 一 九 四 五 年 起 开始 发 生 了 变化 ，M 
Reiner#eR, S. Rivlin 等 人 对 樟 皮 物质 大 变形 的 研究 ,接着 一 九 四 八 
年 J。D。Oldroyd 对 流 变 物质 状态 方程 的 研究 ， 逐 步 为 形成 近代 理性 
力学 创造 了 条 件 。C。A。Trucsdell，W。Noll 和 B。D。Doleman 
等 人 从 一 九 五 八 年 后 提出 了 更 加 完善 的 关于 构造 物质 运动 本 构 方 程 的 
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公理 体系 ,建立 了 各 类 物质 本 构 方 程 的 天 密 的 数学 模型 ， 使 理性 力学 形 
成 了 一 个 比较 完美 的 理论 体系 ,澄清 了 应 用 力学 中 关于 应 力 、 应 变 、 记 
力 率 、 应 变 率 等 含 寡 不 清 的 基本 概念 。 在 此 基础 上 ,对 物质 进行 了 分 天、 
确立 了 简单 物质 的 谱系 ， 并 对 谱系 中 各 种 物质 (弹性 物质 5 牛 缔 性 
起 弹性 物质 、 次 弹性 物质 ) 的 本 构 方程 进行 了 广泛 深入 的 研究 ， 用 运 法 
或 半 逆 法 找到 了 在 有 限 实 形 条 件 下 不 少 问题 的 精确 解 ,这 就 把 二 十 世纪 
初期 菠 勃 发 展 起 来 的 应 用 力学 的 研究 范围 大 大 地 推进 了 一 步 , 即 把 通 
线性 物性 方程 如 日 0oke 弹 性 休 ，Maxwell，Vojgt 和 Boltzmann 线 性 
粘 弹性 体 ，Newton 牛 性 流体 的 研究 范畴 ， 推 进 到 非 线 性 物性 方程 的 
AREF, ALEE TARE R. v, BEARRA, 
此 同时 ,提出 了 各 种 新 型 物质 如 液 晶 、 徽 极 物质 、 微 态 物 质 、 非 局 部 物 
质 、 位 错 连续 统 的 数学 模型 ,并 进行 了 大 力 的 研究 。 在 此 基础 上 ， 还 步 
形成 了 前 途 十 分 广阔 的 新 学 科 、 新 方向 。、 这 一 切 使 我 们 对 客观 世界 的 认 
识 更 加 深 了 。 理 性 力学 也 研究 连续 统 在 热 、 电 、 磁 等 和 力学 的 辜 合 现 
象 , 因 此 ， 被 称 为 连续 统 物 理 。 

理性 力学 与 近代 数学 有 着 密切 的 联系 ， 在 其 发 展 过 程 中 ,用 到 了 过 
代数 学 中 包括 张 别 分 析 、 柚 分 几何 、 不 变量 理论 、 群 论 、 泛 济 分 析 、 拓 
扑 学 、 和 解析 通 数 论 等 许多 基础 知识 。 目 前 ,尤其 在 欧洲 业已 形成 了 用 纯 
神 数 学 来 研究 力学 理论 的 新 学 派 。 因 此 ,理性 力学 在 其 发 展 过 程 中 ， 员 
曾经 历 了 一 段 曲折 的 道路 ,但 经 过 二 、 三 十 年 的 奋斗 ， 作 为 连续 介质 力 
学 的 理论 类 础 ， 业 已 牢 牢 地 树立 了 自己 的 地 位 。 在 国际 上 , 它 强 烈 地 影 
响 着 传统 的 力学 教育 和 力学 研究 ,也 大 大 地 增强 了 力学 处 理 现实 生产 问 
是 和 近代 新 型 工业 材料 的 能 力 。 

A。C。 EEringen 主 编 的 《连续 统 物理 》) 就 包括 了 这 一 学 科 的 几乎 全 
部 的 现代 成 就 ,所 以 本 《从 书 》 译 名 定 为 《现代 连续 统 物 理 》、 本 《丛书 》 的 
译 审 小 组 成 员 ， REKKAR TPA RRE REE ER BA 
A MRL RKLARP RER. 


R t 长 
一 九 七 九 年 十 二 月 八 口 于 清华 园 
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当前 ,在 所 有 物理 学 理论 的 构造 中 ， 共 有 西 种 基本 的 数学 模型 ， 一 
是 离散 体 模型 , 另 一 是 连续 统 模型 。 离 散 体 模型 认为 ,物体 是 由 大 量具 有 
确定 物理 性 质 ( 如 质量 、 电 荷 )， 彼此 又 相互 吸引 而 聚集 在 一 起 的 几何 点 
的 集合 所 组 成 的 ,这 方面 最 突出 的 例子 英 过 于 原子 模型 了 .虽然 ,对 许多 
物质 理论 ,牛顿 力学 仍然 适用， 但 原子 模型 的 基本 定律 则 由 量子 力学 所 
描述 的 ， 

连续 统 模型 则 引用 场 的 概念 去 描述 物体 的 几何 点 ,不 必 去 区 分 构成 
该 物体 的 一 个 个 粒子 间 的 差异 。 在 物体 任 一 点 上 可 以 确定 一 个 密度 ， 例 
如 质量 密度 、 电 荷 密度 和 能 量 密度 ,不 再 把 它们 加 以 量子 化 。 此 外 ， 表 
面 上 的 点 具有 面 密度 ,如 应 力 和 热流 。 在 连续 统 模型 中 运用 的 物理 定律 
是 各 种 守恒 律 , 此 外 还 由 本 构 方程 子 以 补充 。 

一 个 数学 模型 ,不 论 它 是 多 么 的 严谨 ， 也 决 不 能 真 真实 实地 一 丝 不 
莽 地 表达 出 物质 的 物理 学 规律 的 。 外 部 特征 长 度 ( 和 /或 时 间 ) 与 物体 内 
部 特征 长 度 (和 /或 时 间 ) 的 比值 决定 了 该 物体 对 外 界 作用 的 反应 。 当 外 
界 作用 的 载荷 给 出 的 波长 大 大 超过 颗粒 (原子 ) 间 的 距离 时 ,经 典 场 论 得 
到 的 结果 和 实验 观测 相符 合 。 当 该 比值 趋 近 1 时 ,离散 体 模型 便 将 取 而 
代 之 了 。 但 当 特 征 长 度 的 比值 小 于 1 时 ,点 粒子 (原子 ) 可 再 度 认为 具有 
连续 统 的 特性 .这 时 ， 可 把 物体 考虑 成 是 由 离散 的 连续 体 的 集合 组 成 的 。 
在 这 里 ,我 们 明确 地 在 到 了 离散 体 和 和 连续 体 这 两 种 模型 交织 在 一 起 的 混 
合 模型 。 I 

量子 力学 是 在 一 种 尺度 上 建立 起 来 的 ,而 相对 性 场 论 用 的 是 另 一 种 
尺度 ,这 就 足以 使 我 们 相信 ， 一 切 离 散 体 的 模型 和 连续 统 的 模型 都 具有 
它们 理论 自身 迁 用 的 范畴 ,这 种 适用 性 取决 于 我 们 所 要 求 的 精度 。 

人 们 常 说 ,原子 模型 描述 了 “真实 的 世界 ”。 其 实 ， 这 种 说 法 仍然 只 
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是 一 种 个 人 的 喜爱 或 抱 有 成 见 的 观点 ,因为 几何 点 没有 尺度 就 不 可 能 具 
有 诸如 质量 、 电 荷 这 样 的 物理 属性 的 。 相 反 地 ， 对 连续 统 模型 又 怎样 
呢 ? 这 里 ,几何 点 是 用 场 来 描述 的 。 按 此 逻辑 ， 连 续 统 模型 要 比 离散 休 
模型 “更 加 真实 "。 其 实 ,这 个 结论 也 会 给 人 以 一 种 错觉 ， 因 为 不 可 能 有 
纯粹 是 几何 点 构造 的 物体 的 。 

一 种 理论 当 明 许 许多 多 的 物理 现象 而 同时 结 均 莘 单 又 具有 
完美 的 感染 力 时 才 是 最 有 生命 力 的 。 

过 去 的 二 十 年 ， 连 续 统 场 论 在 两 个 基本 方面 取得 了 重大 的 和 进展: 
(一 ) 建 立 了 经 典 的 线性 和 非 线 性 场 论 的 数学 模型 ,( 二) 把 微 极 场 论 和 非 
局 部 场 论 引导 到 具有 内 部 结构 的 物质 研究 中 去 。 在 第 一 方面 ， 我 们 有 ， 
非 线 性 弹性 理论 ,流体 动力 学 ， 与 记忆 有 关 的 弹性 休 、 与 记忆 有 关 的 流 
休 、 混 合 物 理论 以 及 电磁 场 理论 。 我 们 已 沉 不 含糊 地 确立 了 普遍 运用 于 
这 些 场 的 基本 定律 ,同时 本 构 方程 也 有 了 更 加 坚实 牢靠 的 基础 。 

研究 这 些 基础 理论 产生 了 丰硕 的 成 果 ， 人 们 不 但 揭示 了 在 这 些 年 看 
上 去 互 不 相同 的 物理 场 之 间 存 在 着 基本 的 结构 和 统一 的 原理 ,而 且 能 够 
更 加 深入 和 广泛 地 把 我 们 的 研究 范畴 扩大 到 包括 复合 介质 (固体 和 流体 
的 混和 物 、 多 孔 介质 ) 和 有 电磁 场 作用 的 变形 介质 中 去 。 本 专著 第 二 
卷 和 第 三 卷 分 别 讨论 了 由 单一 物质 和 混合 物 组 成 的 基本 原理 和 本 构 理 
论 。 

经 典 场 论 不 包含 有 内 在 的 特征 长 度 , 所 以 它 只 限于 在 宏观 物理 学 的 
范畴 内 应 用 、 随 着 微 极 场 论 和 非 局 部 场 论 的 发 展 ， 我 们 进入 了 具 有 内 
' 部 结构 的 物质 领域 属于 微 板 理 论 和 非 局 部 理论 应 用 范畴 的 例子 有 :里 
粒 国 体 、 非 结晶 材料 、 复合 材料 、 多 孔 材料 、 各 向 异性 流体 、 悬 浮 体 、 
血液 、 液 晶 和 磁性 材料 等 等 。 诚然 ,数学 上 已 有 了 相当 多 的 解 可 以 作为 
我 们 的 证 明 ， 但 人 们 还 在 期 待 着 有 更 多 的 解 的 到 来 。 非 局 部 场 论 实 际 上 
具有 一 种 潜在 的 力量 , 它 可 以 解释 和 预言 在 分 子 和 原子 尺度 范围 内 发 生 
的 物理 现 和 象 、 对 这 一 点 ， 看 一 看 近来 在 波 的 传播 、 位 错 理论 ,断裂 力 学 
(例如 ， 弄 纹 尖 端 问题 ) 等 领域 内 获得 的 结果 便 会 深信 无 颖 了 ,本 专著 第 
四 卷 对 微 极 理论 和 非 局 部 理论 进行 了 讨论 ,第 三 卷 讨论 微 磁 场 理论 。 可 
惜 的 是 ,在 术 专 车 出 版 的 时 候 , 尚 无 这 一 方面 的 更 多 解法 和 其 他 的 结果 ， 
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因而 只 能 暂 付 阅 如 。 
毫 无 疑问 ,一 切 理论 随 着 时 间 的 流逝 ， 都 会 对 其 作出 修改 ， 同 时 会 
给 出 更 加 满意 的 证 明 。 只 管 如 此 ,所 有 的 物理 学 理论 ,倘若 得 以 生存 , 运 
必须 经 受 住 来 自 实 验 的 严 炭 考验。 有 些 时 候 , 实 验 期 待 着 上 升 到 理论 的 
高 度 ( 例 对 液晶 )， 有 时 ,为 提出 一 个 决定 性 的 实验 却 需要 得 到 一 些 更 阁 

的 数学 解法 ， 

在 连续 统 场 论 发 展 的 过 程 中 ， 数 学 的 许多 分 枝 起 到 了 重要 的 作用 ， 
本 专著 第 一 老 包 含 的 数学 内 容 就 是 根据 编者 在 把 稿 时 的 喜爱 选择 的 ,由 
: +W f, Z £ W T J 3 653 du 65 3k E 9 KAT 5 K E ik à 2 p|. 
这 四 邦 专 车 译 成 中 文 ，, 本 人 感到 极为 党 直 。 现 代 连 续 统 场 论 能 和 这 
样 广大 的 中 国 读者 见面 ,这 在 开拓 其 他 理论 领域 和 发 展 科学 及 技术 的 应 
用 方面 必 将 产生 重大 效果 。 我 们 希望, 中 译本 的 出 版 也 将 为 加 强 中 美 之 

| 间 的 友谊 作出 贡献 。 
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A. C. ZAR 
一 九 八 〇 年 五 月 


主编 者 原 序 


在 过 去 十 年 里 ,连续 统 场 论 的 基础 和 有 关 应 用 都 得 到 了 一 举 明 确 而 
又 重大 的 进步 ,变形 介质 的 几何 学 和 运动 学 都 已 严格 地 建立 起 来 了 。 单 
一 介质 ,材料 的 混合 物 和 具有 微 结 构 的 材料 的 平衡 定律 已 经 形成 了 。 具 
有 单一 材料 的 连续 介质 的 热力 学 取得 了 牢固 的 基础 ， 而 且 ，, 在 建立 混合 
物 和 具有 化 学 反应 的 介质 的 热力 学 方面 ,也 取得 了 重大 的 进步 。 我 们 已 
经 有 了 一 个 包罗 万 象 的 而 且 严 格 的 本 构 方程 理论 ; 它 已 成 功 地 应 用 于 许 
多 特殊 类型 的 材料 ， 例 如 ， 非 线性 弹性 体 、 非 牛顿 流体 、 记 忆 性 材料 、 
混合 物 以 及 电磁 固体 和 流体 等 。 除 此 而 外 ,还 认真 地 用 不 同 的 几何 学 在 
各 种 不 同类 型 的 介质 中 寻找 过 非 线性 静 力 学 和 非 线 性 波动 学 问题 的 各 
种 解 . 

面 对 着 这 类 研究 工作 的 爆炸 性 的 快速 发 展 ， 即 使 专家 也 很 难 pR 上 
去 、 理 解 它 , 并 把 它 用 在 各 自 的 研究 工作 中 去 。 由 于 这 个 领域 的 文献 降 
广泛 又 分 散 , 搜 寻 、 闲 读 和 理解 这 些 文献 的 确 存在 着 困难 。 许 多 在 古典 
领域 中 进行 研究 工作 的 人 员 ，, 都 遇 到 了 上 述 实际 国难 不 少 新 形成 的 学 
涛 ,还 是 敬 立 地 工作 着 的 。 

三 卷 本 四 的 《连续 统 物 理 》) 就 是 为 各 个 互 不 联系 的 专家 和 学 省 提供 
必要 的 基础 来 阅读 连续 统 物 理 各 个 方面 的 最 新 文献 。 这 祥 , 我 们 希 塑 不 
同 领 域 的 研究 工作 者 能 够 携 起 于 来 ,共同 工作 ， 而 且 从 其 它 领 域 发 展 的 
一 些 强 有 力 的 方法 中 各自 有 所 借 镜 。 

我 们 一 定 要 在 非 线 性 理论 和 发 展 得 很 完善 的 古典 线性 理论 以 及 近 
似 理论 之 间 , 建 立 种 种 桥梁 。 通 过 谨慎 地 迹 择 问题 和 选择 解法 ， 非 线性 


O 译注 后 来 又 出 了 第 四 卷 ， 主 要 介绍 了 在 广义 连续 统 理论 的 研究 基 础 
上 建立 起 洲 的 微 极 场 论 、 非 局 部 场 论 和 非凡 部 航 狂 场 论 、 
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完备 的 心情 是 不 小 的 。 如 果 我 们 不 注意 克服 这 种 意图 ,常常 会 使 我 们 仿 
离 基 本目 标 ,不 仅 不 能 保持 头脑 清醒 ， 反 而 引起 更 多 的 混乱 和 失望 。 所 
了 不 在 许多 重要 的 领域 内 采取 简 述 ,在 另 一 些 领 域内 ,力求 严 


加 选材 。 

在 第 一 卷 内 ,我 们 至 力 于 讨论 一 些 选用 的 数学 方法 。 每 个 方法 都 只 
能 有 精简 的 分 量 。 在 连续 统 物理 研究 工作 中 ， 几乎 要 用 到 所 有 数学 领域 ， 
那 怕 只 用 一 点 点 ， 但 都 有 一 席 地 。 我 们 只 选取 了 数学 的 六 个 领域 ， 在 连 
续 统 物理 的 发 展 中 ,它们 都 曾 占有 了 中 心地 位 ， 并 曾 反复 使 用 过 的 。 它 
们 是 张 曼 分 析 ， 群 论 ,不 变量 理论 、 泛 函 分 析 、 解 析 部 数论 ,随机 过 程 ， 
它们 都 纳入 第 一 卷 的 第 一 至 第 四 部 分 。 不 未 的 是 ,还 有 许多 数学 领域 同 
样 地 是 基础 ， 但 只 好 割爱 了 。 它 们 包括 偏 微分 方程 ,积分 方程 可 微 的 和 
拓扑 的 流 形 等 诸 重 要 领域 。 

本 书 的 第 二 郝 ，, 致 力 于 单一 材料 连续 统 的 非 线 性 理论 ， 讲 述 了 变形 
的 几何 学 和 运动 学 ,讨论 了 平衡 定律 、 热 力学 和 本 构 理 论 。 第 二 卷 第 一 
部 分 是 基础 理论 , 它 专门 处 理 热 弹性 固体 ， 热 粘性 流 休 ， 塑 性 力学 以 及 
与 记忆 有 关 的 材料 。 第 二 郑 第 二 第 三 部 分 涉及 固体 介质 和 流体 介质 的 
非 线 性 静 动 力学 诸 问 题 的 解法 ,为 了 闲 明 使 用 积分 方程 和 解析 函数 论 的 
基本 数学 方法 ,这 里 也 处 理 了 线性 理论 和 一 些 重 要 的 线性 混合 边界 值 问 
题 。 近 似 法 和 数值 法 同样 是 重要 的 ,但 并 未 包括 在 本 卷 之 内 。 

本 书 的 第 三 大 致 力 于 混合 物 、 位 错 和 电磁 相互 作用 的 连续 统 理论 ， 

我 必须 声明 ， 木 书 得 到 了 许多 作者 愉快 的 合作 ， 没 有 他 们 的 贡献 ， 
本 书 的 目的 就 无 法 实现 。 为 此 ,我 向 他 们 致谢 。 我 和 我 的 同事 之 间 的 友 
好 的 讨论 、 耐 心 的 修订 和 热忱 的 工作 ， 经 常 给 我 不 断 的 鼓励 。 

许多 文章 不 仅 是 已 知 材料 的 重新 组 织 ， 而 且 包 括 着 作者 们 的 新 发 
现 。 我们 诚 妨 希望 ,这 些 工作 不 仅 对 研究 人 贡 有 帮助 ， 而 且 也 可 以 供 工 
程 和 应 用 科学 ,应 用 数学 和 数学 物理 的 研究 生 教学 学 习 之 用 。 
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第 一 章 变形 和 运动 


1.1 本 章 的 范围 


本 章 涉及 连续 统 的 变形 和 运动 学 .开始 九 节 痊 出 物质 体 
的 变形 分 析 ， 并 导出 当 物 体位 移 逐 点 给 出 时 变形 物体 和 未 变 
形 物体 各 子 流 形 之 间 的 关系 。 本 章 其 余 各 节 讨 论 连续 统 的 运 
动 学 和 它们 的 量度 

在 1.2 节 引 进 坐标 系 、 基 矢量 和 度量 张 量 。 于 是 物体 的 
任何 物质 点 支 在 时 刻 + 的 运动 可 由 一 个 从 天 到 空间 X z J 
单 参数 可 逆 映 射 来 描述 。 当 这 个 映射 在 (至 少 ) 一 个 时 刻 给 出 
时 ,我 们 就 有 一 个 变形 场 , 它 将 未 变形 体 各 点 在 该 时 刻 映 射 到 
空间 一 个 区 域 , 即 变形 体 所 占据 的 区 域 . 用 以 表征 形状 和 大 小 
变化 的 各 种 量度 在 1.3 节 介 绍 ,它们 的 几何 意义 则 在 1.4 节 讨 
论 , 1.5 节 讨论 一 点 无 限 小 邻 域 的 局 部 变形 ,这 方面 由 柯 西 物 
质 椭 球 面 和 空间 燃 球 面 显示 出 来 . 它们 也 自然 地 引 向 确定 应 
变 不 变量 和 主 方向 ， 即 其 中 应 变 和 矩阵 成 为 对 角 型 矩阵 的 各 方 
向 。 接 着 在 1.6 ELY E AA R E 
间 的 变换 ,自然 导出 有 限 局 部 转动 的 概念 .以 上 各 节 为 1.7 节 
证 明 转 动 的 基本 定理 作 了 准备 。 1.8 节 确 定 了 面积 变化 和 体 
积 变化 . “ 己 知 应 变 场 是 否 对 应 于 一 个 单 值 的 位 移 场 ?” 这 一 
问题 提出 了 应 变 场 的 不 协调 性 问题 ， 它 在 1.9 节 讨 论 . 

物体 各 有 关 张 量 的 时 间 变 率 对 于 物体 变形 随时 间 的 演变 

1 


过 程 以 及 连续 统 的 动力 学 都 很 重要 ， 这 些 在 1.10 节 介绍 ,并 
# 1.11 节 用 以 计算 变形 率 、 自 旋 和 涡 旋 度 , 在 1.12 节 用 以 计 
算 应 变 和 转动 ,在 本 章 最 后 两 节 (1.13 各 1.14) 里 ， 我 们 计算 
在 物质 流 形 上 和 在 空间 流 形 上 积分 的 变 率 ,并 证 明 一 些 定理 
当 流 形 包含 活 动 问 断面 或 间断 线 时 ， 这 些 定理 对 计算 体积 或 
表面 积 的 时 间 变 率 、 张 量 场 的 线 积 分 很 重要 。 这 些 对 于 推演 
平衡 定律 和 跳跃 条 件 是 必要 的 。 

本 章 旨 在 为 讨论 简单 物质 局 部 连续 统 理论 提供 基础 ， 它 
们 对 于 第 三 卷 中 讨论 的 混合 物 的 理论 和 非 局 部 连续 统 理 论 @ 
也 是 根本 的 。 


1.2 坐 标 


为 了 对 物质 体内 发 生 的 任何 物理 现象 建立 数学 程式 ， 需 
要 先 建立 起 物理 实体 各 要 素 和 数学 理论 根据 中 各 基本 记号 之 
闻 的 对 应 关系 。 这 等 效 于 用 一 个 理想 的 “数学 物体 ”代替 真 
实 的 物体 。 接着 可 用 数学 公理 和 数学 运算 研究 各 种 问题 ， 再 
用 建立 起 的 对 应 关系 翻译 成 为 真实 的 物理 现象 。 这 样 所 得 的 
预见 ;可 和 观察 结果 比较 以 检验 理论 的 限制 条 件 。 当 然 ,观察 
本 身 就 构成 真实 物理 现象 的 一 种 理想 化 。 然 而 它们 正 是 技术 
发 展 的 根据 .一 方面 实验 验证 和 理论 预见 的 精度 越 来 越 高 , 另 
一 方面 人 们 希望 把 更 广泛 范围 的 物理 现象 纳入 理论 ， 两 者 相 
互 作用 ,结果 是 需要 更 好 的 精确 数学 模型 ， 

在 经 典 物 理学 范围 内 ， 物 体 当 作 由 有 质量 有 电荷 的 “ 粒 
子 " 组 成 。 于 是 一 切 物 理 现象 可 认为 是 这 些 粒 子 在 各 种 外 界 

@ 译注 分 别 见 本 从 书 第 十 三 分 册 和 第 十 六 分 册 ， 
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条 件 下 运动 的 结果 . 在 最 广泛 的 意义 下 ， 对 物体 可 作 这 样 的 
数学 理想 化 ， 由 物体 的 各 “物质 点 "DO ( P 作为 元 素 组 成 一 个 
集合 ， 称 为 物质 体 刀 。 这 里 的 元 素 从 某 种 物理 考虑 来 说 当 作 
事先 已 知 的 ， 而 在 对 所 研究 的 物理 现象 作出 理论 结构 时 总 要 
求 这 种 根本 的 物理 考虑 。 集合 当 作 是 全 域 集 (universalset) 
UU 的 一 个 子 集 .这 是 讨论 B 时 Z 
所 需 的 参照 架 或 者 全 域 (nniv- 
erse)。B 的 余 集 是 不 在 6 中 元 素 
的 集合 ,用 表示 (图 1.2.1). < ) 
可 以 把 B” 看 成 是 围绕 物体 的 ⁄ 
空间 ， 其 中 可 能 还 包含 别 的 物 YH MN 
另外 ， 还 将 对 这 些 集合 的 元 素 
引进 某 些 凝聚 部 ( 即 几 何 结构 )， 使 这 些 集合 能 组 成 为 一 个 空 
间 。 从 数学 运算 说 ， 还 需要 建立 运算 规则 。 它 相应 于 物理 定 
律 。 用 这 样 的 程序 后 ， 可 以 建立 起 相应 于 物理 体 的 理想 数学 
Ë. 总 起 来 ， 我 们 有 ， 
(i) (a) 物理 体 * 一 > 集合 已 

(b) ”物质 点 < 一 集 B 的 元 素 {P} 

(c) BRP TREU 

(d) ”物体 的 结构 < 一 B 的 拓扑 结构 

GD 物理 定律 ->{} 之 间 以 及 和 U 或 
8B' 之 间 的 运算 规则 


Q RE 这 个 名 词 比 牛顿 概念 下 的 “粒子 ”好 , ; 因为 它 还 可 进 一 


小 推广 ， 可 把 粒子 作为 若干 物质 点 组 成 的 集体 ， 这 种 概念 对 于 极 性 原 


子 积分 子 理论 有 用 . > 
š 


Fat asikuq AAE A 
H-P 8 & BRAMI 8 的 元 素 所 作 运 算 的 性 质 不 相同 而 引 
起 的 。 

ERBO 我 们 考虑 单 种 材料 所 组 成 连续 统 的 力学 ， 材 
料 的 质量 只 是 经 典 场 论 意义 下 的 ， 因 为 这 种 较 紧 的 限制 可 以 
加 之 于 物质 点 的 性 质 和 呈 的 结构 上 。 其实， 下 面 将 引进 一 种 
几何 ， 一 种 度量 空间 ， 并 提出 若 二 平衡 定律 ( 见 第 2 章 ) 作 为 
公设 ,最 后 ， 计 入 8 和 RBO 时 采用 的 是 等 价 的 物理 和 
几何 效果 (例如 ， 体 载荷 和 面 载荷 、 约 束 等 ) 

按照 上 述 程序 , 我 们 将 物体 在 时 刻 1= 0 的 每 一 个 物质 点 
与 所 有 三 元 数组 (X!，X*，X*) 的 集合 E 之 间 建 立 起 一 一 
对 应 ， 


(1.2.) P=P(X',X?,X?), XE= XE(P), 
K=1, 2, 3 


R X,X,X 或 即 Xs( 开 = 1,2,3) 是 实数 .以 后 除非 有 
Wx. FHS3P3L2 E Ya 人 
数学 结构 。 例 如 ， 它 可 以 是 某 一 类 度量 空间 。 其实， 我 们 把 
E* 当 作 是 三 维 欧 氏 空 间 中 的 一 个 坐标 流 形 。 有 时 把 曲线 A 
标 写 成 25(2!,2?,Z*) 以 区 别 于 直角 坐标 的 显 式 写法 (X,Y， 
Z), 这 种 描述 和 经 典 连续 统 力学 中 的 相同 。 我 们 还 约定 物体 
在 时 刻 != 0 的 这 个 状态 取 作为 未 经 畸变 的 参照 态 。 

从 直角 华 标 到 曲线 坐标 是 通过 下 述 一 一 对 一 映射 @ 沟 通 


KO) 译注 指 本 从 书 第 七 到 第 十 二 分 册 : 
@ 原 注 为 简单 起 见 ， 映 射 和 它 的 值 采用 同样 的 记号 。 如 有 必要 
分 清 ， 则 将 改变 函数 所 用 主要 字母 ， 


€ 


的 ， 
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且 在 B 的 所 有 点 处 雅 可 比 行 列 式 

(1.2.3) J =det(9Z*/9 Xt)= 0 

假设 映射 (1,2.2) 具 有 连续 偏 导 数 ,为 使 坐标 系 25 和 XX 

具有 相同 的 螺旋 指向 , 不 失 普 遍 性 我 们 还 取 J >0 (讨论 见 第 
一 分 册 1.3 节 )。 映射 (1.2.2) 等 价 于 每 一 点 处 有 这 样 的 网 
HER: 三 个 曲面 X!= 常量，XX? = 常 最 和 X = 常量 在 已 处 
相交 ， 形 成 三 条 曲线 (图 1.2.2) , 


图 1.2.2 曲线 坐标 


于 是 ， 物 体 的 各 物质 点 等 同 于 瓦 "的 各 刀 何 点 ,物体 了 变 
成 为 欧 氏 度量 空间 的 一 个 子 集 , 在 这 欧 氏 空间 中 ， 媚 点 也 可 由 


š 


RERE P 定位 ， 到 由 直角 坐标 原点 0 BB) P 点 , 即 可 写 
出 


(1.2.4) P =Z"I; =Z I, +Z*I, + ZI, 


RH Ir 是 单位 基 矢 量 。 
本 书 约定 采用 对 角 位 置 的 重复 标号 表示 求 和 .如 暂 不 求 
和 则 在 标号 下 加 一 横道 ， 如 


Z5Tx 38 (ZI, ZI, ZI) 中 任 一 个 


当 标 号 不 止 重 复 两 次 ， 则 仍 采 用 和 法 记号 以免 混淆 ， 例 如 
Ay ZE 意义 含糊 ， 不 如 用 Zk. Ak ZWE. 
定义 不 共 面 的 三 个 基 矢量 G, (它们 与 曲线 坐标 线 相 切 ) 
WF: 
1.2.5) G(X) = cr $ Ean I, =Z, I, 
其 中 逗号 后 的 下 标 代表 偏 微分 运算 。 
在 号 点 的 微分 矢量 元 dP 可 表示 为 


4.2.6) dP =(3P/3X")dX" = GzdX* 
=Z", dX", 


于 是 强 长 的 平方 由 

(1.2.7) (dS)? =dP-dP =GgıdX"dX" 
计算 得 到 ， 其 中 

(1.2.8) Gri (X) =Gr +G, = ôunZ", rZ", 


是 在 物质 参照 架 中 的 度量 张 量 , 而 sur = Lu T, EHR (Kro 
$ 


necker) 符 号 ， 当 47= VEET 1, SD 38 F0, 8 f E Rk t 


就 可 计算 长 度 和 夹 角 。 例如，Gx 和 Gi 之 疗 的 夹 角 由 
(1.2.9) cos(Gx,G,)=Gx+G,/|Gx| | G, | 
=G,/(GxeG,r) 


计算 得 出 . 由 此 可 见 曲线 坐标 ZF 正 交 , 当 且 仅 当 对 KK 关上 有 


Caz=0. 不 难 计算 书 处 任何 两 方向 之 间 的 夹 角 。 
度量 张 量 的 逆 变 分 量 G" 满 足 九 个 方程 ， 


(1.2.10) GEMGYL = 04 
其 解 为 
(1.2.11)  G*r=Gegz 的 余 因 子 /det Ger 
= (1/2G)e" te 88G qa 
其 中 
(1.2.12) G == det 


Grr = (1/31)eseeerasCrrCpeCoes 


上 上 两 式 里 e*** (以 及 今后 将 用 到 的 exzu) 是 交错 符号 


G.2.13) esem et = — ena 
= —e% = -e= 一 】 
其 余 全 =0 
WERE G" 由 
(1.2.14) G" =G! Gu 


计算 得 .。 由 此 式 作 标量 积 并 利用 (1.2.10) 得 


(1.2.15) G" -G =3¥, G" =G". G! 


其 中 第 -. 式 表明 逆 基 矢 GRAF Gr. 

利用 度量 张 量 可 对 与 参照 架 有 关 的 矢量 和 张 量 进行 升 标 
或 降 标 ， 例 如 己 处 的 一 个 矢量 V 可 以 用 它 的 逆 变 分 量 V* 和 
协 变 分 量 Fr 表示 为 


(1.2.16) V = VG, = V, G* 
将 上 式 分 别 与 G" 和 G, 作 标 量 积 ， 得 
(1.2.17) VE =V. G“ =G", 


Vr= Ve Gr=Gr," 


所 有 这 些 在 张 量 代数 中 都 已 讲 过 ( 见 第 一 分 册 2.2 节 ) 。 

物体 可 能 具有 别 种 位 形 (configuration) 。 物体 B 的 一 个 
位 形 X Jë p J E 一 区 域 上 的 一 个 光滑 同 胚 (homeomor- 
phism): 


(1.2.18) z=X(P), P=X%) 


Jürh X E P mz (x ) 上 的 映射 ， 而 X 是 其 逆 映 射 。 点 称 
为 物质 点 书 所 占据 的 地 方 。 利 用 (1.2.1)， 则 由 坐标 表示 时 ， 


(1.2.19) x= X"(XE), XEXE) 
坐标 %(R=1,2,3) 称 为 物质 点 己 在 位 形 X 中 的 空间 坐标 。 假 


设 X 和 X 的 函数 是 可 微 的 。 为 节省 记号 ， 也 常 把 X 改 写 为 x， 


X 改 写 为 X， 于 是 (1.2.19) 成 为 
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(1.2.20)  x*=x" (XE), X= XF(xF) 


因而 相对 新 的 一 组 坐标 x*, 与 诸 点 p(x*) 有 关 的 场 可 能 有 不 
同 于 相对 P(X*) 时 所 取 的 值 。 例 如 ,可 以 用 X" H PERE 
形 物 体 中 定位 而 用 x" 对 一 点 p 在 变形 物体 中 定位 . 我们 也 
不 再 分 辨 p 和 x* (或 x) ， 除 非 有 必要 保持 这 种 分 辩 。 

设 空间 坐标 x* 中 的 基 矢 量 系 及 其 道 分 别 用 gu(r) 和 
g"(x) RR, WTG", Gr) 和 (gi,9*) 这 两 个 基 组 ， 可 以 
用 其 中 一 组 来 表达 出 另 一 组 ， 即 


(1.2.21) Gr=grge, G" =gřg* 
gu=giGs, g“ =g4G" 

其 中 

(1.2.22) gk(X.m)=Gkx(X) 98) 

=g9"'Grrg" 

称 为 搬移 子 (shifter) 。 MEP gk, gi (以 及 9 和 gr CM 
可 由 用 g", ga RG, Grr 以 升降 标号 & 和 KK 而 得 ) 都 是 
双 点 张 量 场 O 。 如 取 标量 积 ， 可 见 


.eee 。 


(1.2.23) gigi =ô, gkg =ó 


利用 这 些 张 量 ， 对 于 同一 矢量 在 两 坐标 系 中 的 各 组 分 量 ， 可 
以 把 其 中 任 一 组 另 一 组 用 表达 出 来 ， 例 如 ， 设 对 


(1.2.24) V=V "Gr = vg 


Q 译注 关于 “ 双 点 张 量 场 ” 的 一 般 讨 论 可 见 郭 仲 衡 ; 《 非 线性 弹 
性 理论 >， 科 学 出 版 社 ，1980， 第 一 部 分 ， 第 五 章 ，8 3, 


和 G“ sk g 作 标 量 积 ， 可 得 
(1.2.25) FE =giv", ut=gkV*, 
当 两 个 坐标 系 都 是 直角 坐标 系 时 ， 上 面 的 说 法 尤其 清楚 。 在 


直角 坐标 系 中 gr =Tr i， 其 中 训 是 与 直角 坐标 系 Z 相关 
的 新 笛 卡 儿 单位 矢量 。 于 是 (1,2,25) ,成 为 


(1.2,26) VE safu, =I" ei, 


在 上 式 中 ， 当 且 仅 当 2" 和 2* 重合 ,或 者 2! 平行 于 21, Z? 
平行 于 z* ，2 平行 于 2 时, 64 才 是 将 代 gk RAA 
号 .这 种 情况 中 ， 由 搬移 到 (图 1.2.3). 
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图 1.23 R B F 


1.3 运动 、 变 形 和 应 变 的 量度 
连续 统 的 运动 由 每 一 物质 点 位 置 随时 间 的 演变 所 表征. 
在 数学 上 ， 可 以 用 一 组 单 参 数位 形 族 来 表示 : 
(1.3,1) Sasa, hEl2;3 
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因而 ， 刀 中 物质 点 X OIO EA t k E a e f 
( 即 æ) (图 1.3.1) 。 我 们 假设 映射 (1.3.1) 是 单 值 的 ， 且 对 所 
有 它们 的 变 元 具有 连续 一 阶 偏 导数 ©, 除了 可 能 有 若干 可 数 
个 奇异 面 、 线 或 点 以 外 . 此 外 ，(1.3.1) 在 空间 点 的 一 个 
邻 域内 于 时 刻 + 有 唯一 的 逆 


(1.3.2)  XF=X"(æ,t), K=1,2,3 


于 是 映射 (1,3.1) 和 (1.3.2) 在 物质 点 也 邻 域内 于 时 刻 t 是 一 
对 一 的 ， 除 了 可 能 有 若干 奇异 面 、 线 、 点 外 。 这 个 简单 的 候 


ORÈ 在 连续 统 力学 中 ， 经 常 要 作 这 种 连续 性 和 可 微 性 BJ En 
求 。 每 次 重申 这 种 明显 的 条 件 , 未 免 太 烦琐 。 今后 如 没有 专门 提醒 , 麻 
烦 读者 注意 任何 表达 式 中 所 有 偏 导 数 都 应 理解 为 连续 的 ， 除 非特 别提 
出 不 是 这 样 . 


n 


有 哪 一 个 正 的 、 有 限 的 体积 会 变换 成 零 体积 或 者 无 限 体积 。 
也 可 以 说 ， 实 体 是 不 可 穿 透 的 ， 即 运动 只 能 将 每 一 区 域 变 成 
一 个 区 域 ， 每 一 个 面 变 成 一 面 ， 每 一 条 线 变 成 一 线 。 实 体 中 
没有 哪 一 部 分 可 能 穿 透 到 另 一 部 分 内 。 实 际 上 有 建 反 这 一 公 
理 的 情况 。 比如， 物质 中 发 生 断 裂 或 者 传递 着 激 波 或 其 他 类 
型 的 不 连续 性 。 这 种 情况 应 予 特别 注意 。 连续 性 公理 是 由 微 
积分 中 一 个 熟知 的 定理 (参见 Widder, 1947,47 页 ) 所 保证 
的 。 


$ 天 二 
DDN 


(1.3.3) 


Əx!/ƏX! Əx!/ƏX? Əx1/9X: 
j=det (xw*,k)=| 3x?/3 X! 9x2⁄9X: 39x2/8X 
9x'/9X' 3x?/ƏX? Əxš/9X: 


在 该 处 不 为 零 ， BAr artEa picna 


连续 统 力学 最 比 目 的 是 决定 二 个 函数 (1 .3.1 或 G_3 2 
的 形式 ， 已 知 物体 在 某 一 时 刻 (例如 初始 时 刻 ) 的 几何 条 件 以 
及 边界 条 件 和 初始 条 件 。 求 得 运动 后 ， 原则 上 可 以 计算 出 物 
体 中 所 有 点 的 位 置 (因而 求 出 物体 的 形状 ) 并 求 得 内 部 应 JJ, 
这 些 资料 对 于 工程 设计 和 技术 应 用 是 极 重要 的 。 

在 已 变形 的 位 置 中 ， 物体 中 各 点 可 以 用 一 组 新 坐标 (直角 
坐标 2", 或 曲线 坐标 x* ) 定 位 。 这 昌 非 必 不 可 少 ， 但 结果 往 
往 带 来 方便 。 例如 ， 设 一 长 方块 变形 成 为 圆柱 形 的 管子 ， 对 
EË 


变形 体 用 下 角 华 标 Z" ti 22836 OE JH HOB 38 x" T fE B 8 fB: 
于 处 理 这 问题 .变形 体 的 坐标 x° oU ORREIK REE, 
看 自然 状态 的 坐标 X" 称 为 物质 坐标 或 拉 格 朗 日 坐标 。 对 参 
照 于 空间 坐标 的 量 ， 其 主体 将 用 小 写 拉 


字母， 其 分 量 用 小 
写 拉丁 标号 表示 。 例如 ， 设 v 是 一 矢量 ， w* 代表 v 在 x* 中 
的 道 变 分 量 而 V* 代表 vv 在 X* 中 的 逆 变 分 量 , 设 v 是 未 变 
形体 中 忆 处 的 一 个 矢量 ， 则 IY* 代表 vv 在 x* 中 的 分 量 , i 
v 是 变形 物体 ; 力 D 中 点 处 的 一 个 矢量 , 则 v* 代表 在 XF 
中 的 分 量 。 

连续 统 力学 中 ， 变 形 梯度 起 中 心 的 作用 ， 它 们 的 定义 是 

(1.3。4) x" mƏxt/9Xx, X", =9ƏXE/Əx* 

有 时 采用 并 矢 记号 和 FF-! 分 别 代 表 相 应 于 (1.3,4)! 和 
(1.3,4) ,的 张 量 ， 例 如 ， 


(1.3.5) Fays 或 Fi=9x*/3X" 
变形 梯度 (1 .3,4) 满 足 九 个 线性 方程 
(1.3.6) o gsrX nai XXX = aE 


这 两 组 联 立 九 方程 中 任 一 组 的 解 给 出 (1.3.4) 中 一 组 变形 梯 
度 以 另 一 组 变形 梯度 表达 出 来 ， 例 如 ， 
G.3.7) XE p= (1/27 Jer ME im! 
其 中 
O 评注 本 书 作者 有 时 用 表示 变形 物体 ， 如 图 1.3.1 和 1.9 8 


有 时 又 用 米 表 示 坐 怀 不 点 加 的 矢量 ,表示 左 科 西 格林 张 晨 ， 
意 有 关上 下 行文 。 


(1.3.8) J=(g/G)Š j= (g/G) Sdet (x*,n) 


= (1/3 EF M Erim", rX", 
而 E“ M (erru) 和 EM (Erm) ERR, BA 
} 1 
ERKLM = eRLM /G?' $ Ekim=J Ekim 
G=det Grs g=det gu 


将 式 (1,.3,7)， 与 它 相 应 的 x 式 子 ， 以 及 (1.3.8) 分 别 微 
分 ， 可 得 以 下 三 个 恒等式 ， 


(1.3.9) (jXF,):x<=0, (jTi) = 0 
(1.3.10) ”9j/9x*,r = x*,g 的 余 因 子 =; X,, 


其 中 (1.3.10) 是 雅 可 比 所 得 。 在 (1.3.9) 中 冒号 (:) 代 表 全 协 
变 微分 法 (参见 第 一 分 册 ,3.5 节 ) 。 

缴 长 的 平方 , 即 绍 中 的 (ds)* 和 B 中 的 (dS)2 , 分 别 参照 
于 空间 坐标 和 物质 坐标 ， 是 


(1.3.11) (ds)? =gadx*dx!, (dS)*=GrrdXidXr 


运动 (1.3.1) 及 逆 运动 (1.3.2) 提 供 尸 处 物质 线 元 d 已 及 
其 谈 形 后 的 像 即 p 处 的 dp 之 间 的 联系 ， 即 


(1.3.12) dp = P,rd X" =CrdX”, 
aP =P,,dx* = e dx* 


其 中 


(1.3.13) Cg(X,t) =P,r = p,zx*, 
K =, (Q) x°, r 
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(1.3.14) Cr (£) =P p =P, X", 
=Gx(X) Xš, 
由 (1.3.12) 作 标量 积 ， 得 
(1.3.15) (ds)? =CrrdX rdXr, 
(dS)? = c dx dx! 
其 中 
(1,3,16) Cx,(X,t) =Cx+C,, = gaxt,zx!, 
(1.3.17) Cri (X,t) =C * c, = Gar X5, X", 


分 别 是 格林 变形 张 量 和 柯 西 变形 张 量 。 两 者 都 是 对 称 张 量 ， 


且 从 (1,.3.15) 可 见 它们 是 正定 的 . 由 (1.3.15) 和 (1.3.11) 还 
可 见 到 , 在 长 度 没有 变化 即 对 任意 方向 (ds): = (dS) :时 则 


(13:18) Crr= Gris Cu mSua 


反 过 来 ， 上 两 式 成 立 则 变形 时 弧 长 没有 变化 ， 故 局 部 刚性 变 


形 的 必要 且 充 分 条 件 是 (1.3.18) 。 由 此 可见， SK Ht Crz 和 
ca 可 用 以 量度 已 点 或 点 邻 域内 的 局 部 变形 。 

连续 统 力学 中 常 的 另外 两 个 变形 量度 是 上 述 张 量 的 逆 
(参见 Eringen,1962, 第 4 节 )， 


=Ë 
(1.3.19) CEr= Bir =g XE, aX ya 
(1.3.20) Cab G" xt rx 


它们 是 C 和 e 的 逆 张 量 这 一 事实 可 验证 如 下 ， 
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(.9,21y > 
ki Ç r 8 
CEY e Cur = XE, XM, grix" ux’, 
= gg a XE x, SEXE x =F. 


因而 ， 如 果 知 道 Cry 和 ci;， 可 用 类 似 (1,2,11) 的 方式 计算 
Crego, piin, 


-t 
(1.3,22) C= -A eFP0etMuEC puCoy 


IKRE C "t ft et! PIREA ER Piola) 38UB3E1R302F48 Ti- 
nger) 变形 张 量 ， 有 时 Cn, 称 为 右 柯 西 -格林 张 量 ， 而 b"! k 
为 左 柯 西 -格林 张 量 (参见 Truesdell 和 Noll,1965,23.8 节 ) 。 

在 变形 体 多 和 未 变形 体 B 中 含有 相同 物质 点 的 线 元 平 
方 之 差 说 明 由 于 变形 长 度 有 变化 。 如 果 对 任何 一 对 相 邻 物质 
点 (ds)? = (dS)2 , 则 变形 中 这 一 对 的 距离 没有 变化 。 我 们 说 
物体 作 了 一 个 刚体 位 移 ， 如 果 对 所 有 物质 点 (ds)? = (dS)?， 
由 (1.3.11) 和 (1,3,15) 计 算得 


(1.3.23) (ds)? — (dS)? =2Eg,dX"d X" 
i = 2e, dx dx! 


其 中 Exs 和 eu SP Eu B) 1 TIKAY EBE, JENY 
(1.3.24) 2Exy,=2Ers = Cg, (X,t) -Gr X) 
(3.25) ekr = Er = ga lE) — c (2, 1) 


由 (1.3.23) 易 见 
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(1.3.26) Egz= ERX RX’, Ls eki = Err X" Xt,, 


由 (1.3.23) WA HO E 或 e 等 于 零 时 变形 才 是 刚性 
的 ， 所 以 这 两 个 张 量 可 以 当 作 局 部 变形 的 一 个 量度 , 

位 移 矢 量 刀 定义 为 8 的 物质 点 了 到 变形 体 中 同一 物质 
点 的 矢量 (图 1.3.1)， 故 @ 


(1.3.27) u=p-P+b 
以 此 代入 (1.3.13) 和 (1.3.14) 计 算得 


(1.3.28) Cr=P,r+U,g=Gr+Unu; G" 


Cr = Prr ~ Usg = 9, — Umg” 


其 中 分 号 ( ; ) 代 表 协 变 偏 微分 法 [参见 第 一 分 册 , 方程 
(2.5.9)]。。 将 它们 代入 (1.3.16) 和 (1.3.17) 得 


(1.3.29) 
Cre = Gr +2Er, = Grr + Uki, + Usrt UMU, 


m 
Cri = gu T Zeki = Gri T Uki Uiig HU” ig Umgi 


微分 矢量 dp 和 dP 由 


(1.3.30) dp = (Gur + Ursr GdXE, 
dP= (gm. 一 Umi) g" dx” 


给 出 ， 或 用 分 量 记号 表示 
@ 译注 下 式 中 矢量 b 出 未 变形 体 坐标 原点 O 指 向 变形 体 坐标 原 


点 0o， 它 是 常 矢量 ， 
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(1.3.31) dx*= (Gur+Unsr)g" “dX”, 
dX = (Gmr — Umir) g" "dx 
表达 式 (1.3.28) 到 (1.3.31) 当 然 对 任意 曲线 坐标 成 立 。 对 直 
角 坐 标 , 协 变 偏 导数 约 化 为 偏 导数 ,这 些 表 达 式 可 以 简化 ， 为 
了 说 明 张 量 记 号 比 展 开 的 记号 节约 多 少 ， 下 面 给 出 直角 坐标 
中 拉 格 朗 日 和 欧 拉 应 变 张 量 的 典型 分 量 表达 式 。 
(1.3.32) 


2Exz=Cxz-1 -220 ss (27) ES i (Sr) 


e -9U W 3U A, NW W 
2Err= Car =- t Xt 9X Y + HX SY 


+W W 
aX ƏY 
(1.3.33) 

-1_，-，394 _í( 9u 2 (9 Y: [wE 
Pem EE Coa (Sx) (3 (32) 
= -c= 9u 4 92 _ 9u 3u _ 9o 9v 
oD Cay 3y $ əx ax Əy Əx dy 

-23W Ow 

9x Əy 


其 中 (U,V,W) 和 (u,v,w) 分 别 是 位 移 矢 量 参 照 拉 格 朗 日 和 
欧 拉 坐 标的 直角 分 量 。 


在 线性 理论 中 往往 采用 无 限 小 应 变 张 量 巨 kz 和 人 wy 以 及 


无 限 小 转动 张 量 尽 ez 和 宛 ,， 其 定义 为 
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(1.3.34) 


Er =4 (Unis +Ur) =U nin» 
a=k (us + Hk) SEU ip 
Ruku, Urin) #Ucxir3> 
T= 1T Huk) Suckin 
由 此 可 得 
(1.3.35) Uri, =E + Uksi = Z + Ta 


以 此 代入 (1.3.29) 得 
(1.3.36) 


Cgr= Grr t+2Err= Gxr + 2 
+ (E4 + RID (Eur + Run) 


Cki = Jri 2e = ni1— 2 


+ (er+rk) Omt rmi) 


ERIR HERET, TEEI.3.30 Chik RR 3 

项 ， 得 到 各 种 近似 的 表达 式 。 例 如 , 当 | 九 xz| <18 EZE: 

与 其 他 项 相 比 可 略 去 。 当 及 rz 与 瑟 kz 相 比 也 是 小 量 时 ， 得 

Er Err 和 evo. 这 情况 中 ( 1.3.36) 经 线性 化 成 为 
(1.3.37) En engk gs eg 
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re 


无 限 小 转动 张 量 7 ra 和 Ri 是 反对 称 的. 在 三 维 空间 
中 @ EIB RET AIR, ME 


(1.3.38) 
2R =M Ry, Rgr= -Er RM 
2rt==et" ri T= — Sam r" 


最 后 ， 下 面 给 出 应 变 张 量 的 物理 分 量 ef 和 , 用 位 移 矢 量 
的 物理 分 量 uw“ 表达 出 来 , 按照 第 一 分 册 ,2.4 节 ,我 们 有 


1 
(1.3.39) w=wu'*/(grx)?, et) =e% (gkk/gi D? 


从 (1.3.29) :得 


km 


(1.3.40) 2eí =u +g" ginu" sm — g Ion smt" 


另外 有 


k] 
(1.3.41) wusna] j= = (a/a?) 
TE RI 


3 
k _ 1 
he 
r=1 


如 以 此 代入 (1.3,40)， 并 将 结果 代 进 (1,3.39)。， 可 得 以 
4 “表达 的 et 全。 疾 似 地 无 限 小 应 变 和 转动 的 物理 分 量 可 用 
uO RIK. 


O 详 注 在 三 维 空间 里 ， 一 个 反对 称 张 重 的 九 个 分 量 中 三 个 为 
零 ， 其 余 六 个 组 成 正 负 号 相反 的 三 对 ， 即 张 量 可 由 三 个 数 完全 确定 ， 
因而 存在 着 与 之 对 偶 的 三 维 从 量 。 更 高 维 空间 中 反对 称 张 量 没 有 这 性 
B. 
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Br 1 ExF3836 89 F 580 rB 483 8 Y B 2 BR RX 作 为 
参照 位 形 , 有 些 问 题 中 ,更 方便 的 是 采用 某 一 特定 时 刻 ! 的 
空间 位 形 作为 参照 位 形 ， 并 在 后 来 的 可 变 时 刻 Y@ 量 测 相对 
于 这 位 形 的 变化 。 于 是 ， 设 £ 是 物质 点 站 在 时 刻 占据 的 
地 位 ， 则 有 


(1.3.42) 8 = zm(X,t) 
利用 (1.3.2) 它 成 为 


(1.3.43) £= x (KL) =æ (Q) 


IER z, 称 为 相对 变形 函数 。 于 是 在 时 刻 + iR Sy o BO 


2 e. e m eg 


那个 物质 点 在 时 刻下 占据 地 位 5， 设 (1.3,43) 可 逆 ， 即 
(1.3.44) T= T(t,7) 
故 相 对 变形 的 雅 可 比 行列 式 
(1.3.45) Jin (z) =det (9Ə£“/Əx!)> 0 
注意 Jo (t) =1。 相 对 变形 梯度 的 定义 是 
《1.3.46) E% = F%06898%/9x',- Fon (T) =E 
它 显 然 满 足 


(1.3.47) En REF (CD = 了 


@ 译注 特别 是 流动 问题 ， 那 里 不 象 固体 变形 问题 里 存在 着 “ 自 
然 的 "未 经 畸变 的 状态 。 

B 译注 包括 时 刻 杨 即 r>t， 显然 = 上 时 相对 变化 为 等 ,下 文 
所 说 Jepit = 1 ñL. 1.3.47) 说 明 这 性 质 。 
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W Foo 和 五 是 两 个 相对 变形 梯度 , 则 它们 之 间 有 关系 
G(.3.49 Foo CO Fan (WP) 
这 可 用 如 下 的 链 式 法 则 得 到 。 由 定义 ， 有 
(1.3.49) ESE) (XT) =m (TX,T) 
WRTA t AY w 是 相对 于 时 刻 t 的 w 和 相对 参照 位 形 ， 则 我 们 
还 有 
(1.3.50) m=) (X,t) 


链 式 法 则 给 出 
92“. 9 ax" 
ax əx” əx! ' 
而 这 无 非 就 是 (1.3.48) 。 
与 前 述 变 形 和 应 变量 度 相 对 应 ， 从 相对 位 移 梯度 也 可 以 
MEG 即 可 得 到 ， 例 如 
G.3.51) I 
Ciya Egas É, 或 Cdo(Tr) =F a, GOTF (z) 


s ` 
ki = , 
bti = c th = Yx. xt 或 bo, (1T) 


=F, DF, 6) 


Hop g.a(8) 是 x* 坐标 里 的 度量 张 量 ， 而 YE) JE E 坐标 
里 度量 张 量 的 逆 。 在 变形 量度 C (t), 6(t) 和 相应 的 相对 量度 
Coo (T), bo (OLE, FERRA, M 

Caz(T) =gaaŠÉ yaessr = Jaak" É” Xt Xi, 


= K i 
CX KX s, 
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BELCI) =V% XE a Xiyar R Xl XE X, 
于 是 有 
(1.3.52) C(r) =F (Te (OF), 
B. C) =F be OPO)? 


与 (1.3.27) 类 似 ， 可 以 引进 相对 变形 矢量 ， 并 导出 应 变 
和 变形 量度 的 表达 式 。 这些 颇 易 做 到 ， 且 在 理论 发 展 中 用 处 
不 大 。 


1.4 长 度 和 角 的 变化 


EX 处 有 一 无 限 小 平行 六 面体 ， 其 边 矢 量 为 GidX?， 
G,dX* 和 G:dX， 它 在 变形 后 变 成 处 的 平行 六 面体 ， 相 
应 的 边 矢量 是 C1dX!,C.dX? 和 Cs:dXs( 图 1.4,1)， 


x= X' 


图 1,4.1 曲线 平行 六 面体 的 变形 
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(1.4.1)  dP=GrdX", dp=CrdX™ 
WRN 和 多 分 别 是 沿 dP 和 dp 的 单位 矢量 , 则 有 - 
(1.4.2) — NF=dXF/dS, w=dX*/ds 


其 中 dS= |dP| 和 ds=|jdp|. 
伸缩 比 (stretch) A (N) = Zn) 是 长 度 比 ds/d5. M4 46 N 05 
函数 时 写 为 4(N) , 当 作 的 函数 时 写 为 A(n) : 
(1.4.3) A =ds/dS= (Cr, NN DDE, 
hm = ds/dS = 1 / (cent) 


° a t ` 


nE Se 0 S e V W. * i hr 0 fW J Q `w 


人 EN = co 的 定义 为 
(1.4.4) Ec = em = AN) -1 = (ds—- dS)/dS 


当 方向 六 与 坐标 曲线 X A, V: = dX: /dS: =1/(G,D3, 
N? = N° =0, 所 以 
(1.4.5) 
Aw = (C/G = f1 +2 (EG 
Ea = +2 (EG) PE -1 
由 此 可 得 


(1.4.6) Cu/Gn= At 
2Eu/Gn= (1 +E)? -1 
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. 
mO RRE ANA 


设 参考 架 XX" 是 直角 坐标 架 ， 上 式 简 化 为 
(1.4.7) 


Cuas Atos 2En=(1 +E)? -1 =A” -1 


因而 ， 参 照 于 直角 坐标 时 ， 格 林 变 形 张 量 的 法 向 分 量 C1 是 
伸缩 比 的 平方 ， 而 拉 格 朗 日 张 量 的 分 量 En 是 伸缩 比 平方 减 
一 后 的 一 半 。 
当 伸 长 率 小 时 ,无 <1, 展开 (1.4.6): 式 得 
(1.4.8) PE =E 
对 Es, 和 Ess 也 有 类 似 的 结果 。 
边 矢 量 C dX: 和 CdX? 之 间 的 夹 角 go 由 
CidX! c,dX: 
cos buo =I dXT ` Te,4X: | 
计算 得 ， 亦 即 
= Cs 
(1.4.9) cos eiry ONASA 


Bs Gt bi aa 
(Gi + 2Ei)!U 2(G,, + 2G,,)1/š 


这 为 Ca 和 Eu 提供 了 一 个 儿 何 意义 . 其 实 
(1.4.10) 


2E = (GuGa ža +E) O +E) -Ci 
当 伸 长 率 与 1 比 是 小 量 且 用 直角 坐标 时 ， 近 似 地 有 


(1,4,11) 2E =52Ez = cos 0. 
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对 无 限 小 变形 ， 夹 角 的 变化 是 


(7/2) -bao SDan 


WDR PREE ERA EE Bo L ERORE 沿 两 


， 则 有 
=Gr NX Nš, 

ds! ds, 

dS! dS, 


m WN a dX ,/dS, MN, =dX,/dS, 2 = Ë] 09 3 fg, 而 
ONN 是 入 ,和 NN; 变形 后 方向 之 间 的 夹 
dX dX: 
cos ONIN?) = Grr dS dS, 
(1.4.12) 
z! dx¥ dx} 
COS ONIN?) = gxr — ds da, 
Ç Xx X: 
= gx EX e" -RE 
= _ CriNiNg 7 
ANDAN) 


于 是 夹 角 变化 (V, 和 六 :方向 的 剪 切 ) 由 


cos ?ININz) = cos (ONINs) — Ü@(N:N:)) 


= cos ((NiN;)ycos @(N,N.) 
+sin O(NiN,)sin ONN) 


给 出 ， 其 中 cos 0NIN,) 和 sin gONIN2) 由 (1.4.12) 给 出 , 即 


(1.4.13) 


cos (NIN. = T cos O(NsNs) + (1 — T2)2sin ONINy) 


WEN, RUN, 原先 正 交 ， 
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则 上 式 给 出 


G(1.4.14) 
sin (NIN. = T = Cxy,N IN / ANDAN) 


所 以 ， 设 Caz 以 及 NN 入, 方向 已 知 ， 就 可 利用 (1.4.13) 
计算 这 两 方向 之 间 的 剪 切 ， 设 两 方向 原先 正 交 ， 则 用 (1.4， 
14). 

为 了 得 到 无 限 小 转动 张 量 的 一 个 意义 ， 我 们 采用 诺 伏 日 
洛 夫 (Novozhilov 1948, 第 7 节 ) 给 出 一 种 作法 。 设 尸 处 直角 
坐标 架 XYZ 的 X 了 平面 上 有 一 单位 矢量 Ns， 它 在 变形 后 
成 为 p ALR nz, 把 ,平行 搬移 到 (图 1.4.2)。 设 0z 是 NN。 


z 


dy/ds 


图 1.4.2 平均 转动 
UE n, 在 XY 平面 上 投影 fz 之 间 的 夹 角 ， 它 可 由 下 式 求 得 


_-_tgO+tggz _ dx 
tg(@D + 0z) T—te@te0, dy 


yszdX+y,rdY 
x,xdX+x,ydY 


K dX = dS cos bo Ñ dY = dS sin BRA, 8 
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tg0s = -22x098 ` + (Ysy = x, x)sin@cos@ - x,ysin*@ 
xX,xCos2 Ø + y,ysin2 Ø + (y,x + x,y)sin@cos@ 


利用 (1.3.31) 可 写 出 Y,x=V,x = Exv = Rzy, ysr =1+V,y 
=1+Eyr, 由 此 得 
(1.4.15) 


-Ray + Bryeos2D + b (Es Ew)sin2® 
tg0z = et 


1 +4(Ērx +Eyr)- §(Eyy -Err)cos20 + Evsin2p 
这 一 表达 式 对 是 周期 性 的 ， 周 期 是 。 所 以 在 0<9z 志 7 
间隔 内 gz 是 良好 确定 的 ,除了 对 不 可 分 辨 的 角 9z = 03800, = z 
以 外 ，。 诺 伏 日 洛 夫 引 进 对 平均 转动 的 量度 ， 其 定义 为 


4.4.16) teo) = = A 
在 (1.4,15) 中 ， 分 子 去 掉 - Ro 项 后 ， 正 好 是 分 母 导数 的 一 
$, 被 积 函 数 这 一 部 分 积分 后 等 于 零 ， 因 而 有 

(1.4.17) 

<tg0z> = ( -Rasm (fa x 1 (Exx + Err) 
+l (Exx - Ery )eos 20 + 名 vsin2o] dọ 
== Ry [a +Ë 00 + Ery) - Es, ] 

因而 我 们 求 得 ， 庶 氏 平均 转动 与 zy 成 正比 ,对 于 小 应 变 , 有 
近似 式 
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(1.4.18) <tg0;>= — Rxy 


对 《tg9x> 和 <tg0y> 可 得 到 相似 的 表达 式 ， 只 要 在 上 式 中 作 轮 
RAZY, YZ, ZX. 

因为 尺 是 一 个 张 量 ， 如 它 在 一 组 坐标 系 等 于 零 ， 则 它 在 
所 有 坐标 系 中 均 为 零 . 于 是 ， 设 在 一 点 己 处 三 个 相互 垂直 平 
面 内 的 平均 转动 是 零 或 弧度 , 则 在 已 处 经 过 尸 点 任何 平面 
平均 转动 是 零 或 x 弧度 . 平均 转动 等 于 零 当 且 仅 当 存 在 一 
个 位 移 势 亚 使 得 


(1.4.19) Uk = Fr 
这 情况 中 尽 = 0, 这 种 变形 称 为 有 势 变形 。 


1.5 柯 西 应 变 椭 球面 


已 知 物体 内 一 点 处 任 一 组 变形 张 量 或 应 变 张 量 ， 可 以 作 
出 一 个 椭 球 面 ， 利 用 它 可 以 研究 该 点 邻 域 变形 的 性 质 。 

例如 ,考虑 忆 处 半径 为 的 无 限 小 球面 , 它 由 矢量 d 球 扫 
描 而 成 


(1.5.1) GrıdX"dX" = (dS)? = K? 


在 运动 中 ,球面 上 的 物质 点 变 成 p 处 由 矢量 dz 扫描 出 的 二 
次 曲面 


(1.5.2) cmdx*dx'= (ds)? = K? 


由 于 (1.5.1) 是 正定 的 ,(1.5.2) 也 是 正定 的 ， 所 以 (1.5.2) 是 


的 
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Hi, EIRE, p 处 无 限 小 球面 


(1.5.3) ga dx*dx! = k? 


dx! 


aX? 


球面 


物质 椭 球 面 
图 1.5.1 柯 西 物质 椭 球 面 
被 带 到 处 成 为 椭 球 面 


(1.5,4) Crrdx"dx" = ds? =k? 


图 1.5.2 SRRA RE 


定理 一 ( 柯 西 第 一 定理 ) PARRER 


证 明 设 d 天 :和 d 甩 :是 已 处 正 交 的 两 矢量 ， 即 
30 


(1.5.5) dX, +» dX. = 0 


MR8001.3.12),d X, 变形 成 为 c dxt dX, EE Re dx; , A 
而 得 


(1.5.6) cadxidxi= 0, 


这 说 明 椭 球面 在 矢量 dx, 端点 处 的 梯度 矢量 cudxt 垂直 了 于 
dx, EHE. 

—THIipRIN I Z 2 B e EB FE 116 B 8 Je hao 8. w 
是 椭 球 面 的 三 个 主轴 。 所 以 ， 按 照 柯 西 第 一 定理 ， 应 变 椭 球 
面 的 三 轴 是 三 条 物质 线 ， 它 们 原先 是 球面 的 互相 垂直 的 三 直 
径 。 于 是 有 以 下 推论 : 

推论 1 ”在 B 的 一 -点 (站) 处 ， 至 少 有 三 条 相互 季 直 
的 方向 ， 它 ENVERSE DILER, IHUR pe) 处 Bak 


EO O OO a 


RAAEN E= Wan RART E 轴 组 ， 
它 不 改变 正 交 三 轴 组 中 任 两 轴 之 间 的 夹 角 。 因 而 有 
推论 2 参照 p Ak BEART 主轴 ， Sepak 


z 

这 些 结果 当然 对 尸 处 的 空间 椭 球 面 成 立 。 在 请 处 的 三 轴 
组 ， 如 果 当 作 球 面 的 正 交 三 直径 ， 变 形 为 组 成 p 处 空间 椭 球 
面 主轴 的 三 轴 组 。 因 而 有 

推论 3 变形 将 呈 处 应 变 主 轴 转 动 成 为 p 处 应 变 椭 球 


ee oe ee 


. . w e e 


在 特殊 条 件 下 ， 应 变 精 球面 可 能 退化 为 回转 机 球面 或 者 
球面 。 在 退化 为 回转 椭 球 面 的 情况 中 ， 与 回转 轴 相 番 直 的 平 
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面 上 每 一 对 互相 垂直 的 方向 组 成 两 个 主轴 ， 而 第 三 个 主轴 就 
是 回转 轴 。 如 果 椭 球面 退化 为 球面 ， 由 球面 直径 构成 的 无 限 
个 数 的 正 交 三 轴 组 都 是 主轴 。 

在 变形 中 ， 呈 处 球面 的 直径 变 成 p 处 椭 球 面 的 直径 。 因 
而 卫 处 椭 球 面 直径 与 相应 球 直径 之 比 是 伸缩 比 。 故 也 处 不 同 
方向 伸缩 比 的 大 小 与 p 到 椭 球 表面 的 距离 成 正比 ， 椭 球体 直 
径 相 对 于 它们 未 变形 方向 的 方向 给 出 了 转动 。 

椭 球 面 主轴 长 度 可 以 按 最 大 、 中 间 和 最 小 米 编 序 ， 因 而 
有 下 面 的 定理 。 

定理 2 ( 柯 西 第 二 定理 ) a skies 


$ w. s S . 和 ` 1 eit  “@ é a 
+ + + 19578 7 s US s G 7 6 58 + v 
OC 


ere 


CO 


pa ts isisa 
大 的 伸 长 率 E= Aai WRR KMRE, k BO E (3) 
沿 其 短 轴 发 生 。 沿 应 变 椭 球面 主轴 发 生 的 人 长 率 称 为 主 伸 长 
率 。 

局 部 变形 的 图 象 现 已 清楚 。 在 已 点 球面 各 物质 点 分 三 步 
达到 它们 在 p 处 椭 球 面 上 的 变形 位 置 (图 1 .5.3): 

(a) 中 心 在 忆 的 无 限 小 球面 作 刚性 平移 达到 点 。 

(b) 球面 绕 过 p 的 一 轴 作 刚 性 转动 ， 使 得 呈 处 应 变 椭 球 
面 过 轴 与 它们 在 己 处 的 变形 方向 相 重合 。 

(c) 球 的 直径 受到 伸缩 ， 使 和 p 处 椭 球 面 主轴 相 重 合 。 

以 上 前 两 步 (a) 和 (b) 保 持 任 两 物质 点 之 间距 离 不 变 。 所 
以 它们 称 为 肌体 移动。 在 第 三 步 (e) 中 距离 有 变化 。 这 些 步 
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80030 AF4EAKA). Hin, PARSE ARA, ima fE 
刚性 转动 ， 再 作 刚 性 平移 到 户 。 这 个 结果 可 叙述 为 下 面 的 定 
理 。 


Ewds / Z 


te) 


图 1.5.3 PP 邻 域 的 变形 ; (a) FE, (b) 转动 ，(c) 纯 应 变 。 


定理 3 B 的 一 点 处 任何 线 元 的 变形 可 认为 是 以 下 三 


eee oe se eo os 


has. 
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1.6 应 变 不 变量 主 方向 


上 节 里 见 到 ， 变 形 时 忆 处 应 变 椭 球 面 的 主 方向 变 为 处 
的 主 方向 ， 参 照 于 主轴 时 变形 张 量 和 应 变 张 景 的 混合 分 量 等 
于 零 ， 且 沿 主 方向 的 伸缩 比 取得 极 值 。 现 设想 用 分 析 方法 确 
定 主 应 变 和 主 方向 。 为 此 计算 伸缩 比 


(1.6,1) 4AN) =CrrzNxVI=2ErrVxNI+1l， 


N*=dX*/dS 
的 极 值 ， 式 中 设 N" 在 已 处 变化 ， 且 满足 它 是 单位 矢量 条 件 
(1.6.2) Gr N“N"=1 


利用 拉 格 朗 日 乘 子 法 ， 令 


yA) = sr [Ca NaN: 


-C(G,,NENt- 1) |=0 
其 中 C 是 未 知 拉 格 朗 日 乘 子 。 作 出 微分 运算 ， 得 到 三 个 线性 
齐 次 方程 
(1.6,3) (Cur-CGrr)Nz=0 
如 用 Crrz= 2Err+Grr， 上 式 可 写 为 
《1.6.4) (Ex,- EGrr) Nt = 0 


其 中 
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(1.6.5) 2E=C-1 
可 以 研究 (1.6.3) 和 (1.6.4) 中 任 一 组 .利用 Cxz 和 Er 的 
关系 以 及 〈1.6.5)， 可 以 由 C 语 言 翻 译 为 已 语言 ， 或 者 反 过 
来 。 

式 (1.6.3) 可 简写 为 
(1.6.6) (Cz,-C8r, Nt = 0 


这 组 方程 有 非 平凡 解 如 果 N 的 系数 行列 式 或 特征 行列 式 等 
FP, M 


(1.6.7) IC,- C", =0 
将 行列 式 展开 ， 得 C 的 一 个 三 次 方程 ， 即 
(1.6.8) -C° + IoC? — ILC + Ill, = 0 
其 中 
(1,6,9) 


lo (1/11)8,C*r, Hom (1/21)8" 1” yC"aC" y 
lila (1/31)8E p PaCt Cs uC’ p=detC*, 
是 变形 张 量 C 的 主 不 变量 (参见 第 一 分 册 ，1.10 节 )。 这 里 


itn A On 是 广义 克 氏 符号 ， 它 们 可 用 排列 符号 表示 
出 来 (参见 分 册 ， .1.9 节 ): 


K M P oRMP É M „aK M P` 
6 we=e erNQy Lnw=O M Pp 


特征 方程 (1,6.8) 有 三 个 根 Ca(a=1,2,3), 称 为 特征 数 
(proper numbers) (或 称 主 值 或 特征 值 )。 主 不 变量 (1.6.9) 
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可 用 特征 数 表达 为 


(1.6.10) TL, = C, + C, + G;, 
IL,= G ,C,+C,C,+CG,G, 
Il, = CC:C， 


对 应 于 每 一 个 Ca。， 可 由 (1.6.6) 得 到 一 方向 N"。。 如 特征 数 
是 实数 且 互 异 ， 则 相应 方向 是 实 的 且 互 异 。 因 张 量 Cxz 是 实 
的 且 对 称 、 它 满足 第 一 分 册 ，1.11 节 ， 定 理 1， 因 而 特征 数 
和 主 方向 是 实 的 。 当 特征 数 互 异 时 ， 按 照 第 一 分 册 ,1,11 节 ， 


NE S et a et 


定理 3 ， 特 征 方向 @ HAER, M 
(1,6,11) Grr NaN} = dag 


当 特 征 数 有 相 重 性 时 ， 对 应 每 一 相 重 的 特征 数 存 在 无 限 多 个 
主 方向 。 当 特征 数 中 两 个 相等 ， 则 有 一 个 平面 其 中 所 有 方向 
都 构成 主 方向 ， 当 三 个 相等 ， 则 过 卫 所 有 的 方向 都 是 主 方 
向 ， 前 一 情况 里 柯 西 椭 球 面 是 轴 对 称 的 ， 其 对 称 轴 是 一 个 
主 方向 。 显 然 在 过 尸 且 垂直 于 对 称 轴 的 平面 上 ， 正 交 的 任何 
两 轴 也 都 是 主轴 ， 在 三 个 根 相同 的 情况 里 ， 柯 西 椭 球 面 退 化 

为 一 球面 ,这 时 过 了 的 任 一 方向 都 是 主轴 ,以 上 所 有 情况 中 ， 
都 可 将 Cx 归 化 为 对 角 型 ， 这 在 第 一 分 册 ，1.11 节 讨 论 过 ， 
为 此 写 出 (1,6,3) 中 关于 C4 的 式 子 ， 


(1.6.12) CrzN2=CecCrrN 2 


以 NV' 乘 此 式 并 用 (1.6.11)， 得 
(1.6.13) CrN 5 N'a = Cadaa 


@ 译注 即 主 方向 。 
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如 选取 坐标 X" 使 得 与 主 方向 N。 相 重 合 ， 则 NE- 05, $ 
照 于 这 些 方向 可 写 


1.6.14) CerNSN®S=Cag 
并 由 (1.6。.13) 求 得 Cns 是 对 角 型 的 ， 即 


ic 0 0 
(1.6.15) liCaall=, 0 C, 0 
| 0 C, 


参照 于 主 三 轴 组 X"， 应 变 椭 球面 的 方程 简化 为 
(1.6.16) (dS)? = k? = Cgrrdx“*dx" 
= ZC. (dX, 


B X° 是 直角 坐标 且 
C> 0 , 应变 椭 球 面 的 半 


轴 为 aa=ds/(Ca)#=&/ 

(Co) 业 (图 1.6.1).。 沿 主轴 

方向 的 伸缩 比 Aa = 2。 为 
(1.6.17) 


Aa =k/dX" = (Ca) 
=k/as, 

Xa=dx"/K=1/(ca)? 
so/K 图 1.6.1 应 变 祷 球面 的 半 寺 
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其 中 Ca Æ c", 的 特征 数 。 因为 Aa = has 故 有 
(1.6.18) Ca=1/Ca = 22 = Aš 


下 列 定理 得 证 。 
定理 1 Sukan Kasa ATERT 


re We i ir er i 
ee Nee oe es 


Er 


以 上 构成 了 柯 西 第 二 RENA RIE, 

定理 2 AEH PEART ERA p 处 物质 
椭 球 面 主轴 ， 

要 证 明 这 定理 先 将 N。 用 ns 表达 .为 此 注意 到 


K k 
0,6,19) Nr = dX ~ Xn, dX ds 


ds ^ “ds dS 
= X5 ,en AN) 
由 于 (1.6.18) 上 式 使 人 想起 
41.6.20) NE= X=,,nE/(ca)Š 


是 所 求 的 以 ms ARRON. 表达 式 。 要 完成 证 明 还 得 R 证 ， 
(a) Hai ERBEN NS 也 互相 钼 直 ; O) NINE C.S. 
DÁ në mE 


a +6.21) o Cyna = Ca gina 
为 证 明 ka)。 组 成 
Gr NEN5= Gu X", Xt,ntn/ (eseni 


= caning/ (caca)? 
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= (ca/ca) ganin, = 6aas 


其 中 第 二 行 由 第 一 行 利用 (1 ,3.17) 引出 ， 而 第 三 行 由 利用 
(1.6.21) 得 到 。 为 证 明 (b)， 组 成 


CrN% = (co) gux" rt’, Xt n? 
ak 
= (Ca) Jax", Kna = can¿ X", g/Ca lca)? 
= Gpu X”, /XN, a", ns/ca(c) Š 


= GruX ni/ca (Ca)? = GruN¥/es 
第 一 行 中 对 Cx 用 了 (1 .3.16)。 利 用 (1.6.21) 由 第 行 引出 第 


二 行 。 用 (1 .3.17) 得 第 三 行 ， 再 用 (1 .6 .20) 得 第 四 行 。 

这 些 结果 说 明 (1 .6.20) 提供 了 特征 方向 和 Na。 (连同 特征 
数 Ce) 和 ?aa (连同 特征 数 Ca) 之 间 的 一 一 对 应 关系 ， 运 动 将 
Nv 变 成 mx，, 道 运动 将 Na 变 成 入 ,由 此 完成 了 定理 的 证 明 ，。 
这 定理 也 构成 柯 西 第 一 定理 推论 3 的 分 析 证 明 、 柯 西 第 一 定 
理 和 其 他 推论 的 证 明 包含 在 这 里 边 以 及 在 结果 (1.6.11) 和 
(1.6.15) 之 中 。 

由 (1.6.20) 和 (1.6.18) 还 有 


(1.6.22) nk =x", u N¥/(Ca)? = xt NEC O 


这 些 结果 的 几何 解释 如 下 ， ; 
BAC 和 柯 西 变形 张 量 c 可 表征 为 这 样 两 个 唯 


CC 
的 


ao T OER ET E M PI ST 
在 坐标 变换 中 ,物理 长 度 保持 不 变 ,因而 Ca 保持 不 变 ,并 
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由 (1.6.10), 量 五 ,7 和 TL, RETE., 由 此 得 以 下 定理 ， 
定理 3 H oslo 和 J 对 书 处 任何 坐标 变换 不 变 。 
再 有 ， 用 以 唯一 地 表征 三 维 空间 中 二 -次 曲面 所 需 的 主轴 

ca Ami 

PEHE. rra y a A E IRA I SO a 
KERA MIARE Er Err ews, ca 

等 组 成 。 这 些 可 由 在 (1 .6 .9) 中 将 张 量 C 代 换 成 这 些 张 量 得 

到 。 


如 用 关系 式 


可 以 证 明 
(1.6.23) 
L=3421, 21s= -3+I, 
IL = 3+4ls+ Il, . 4, = 3- 21, + IL, 
THI, =1+ 21a + 41 + 8e, 8111= -1 + lo -Ig + Ilo 
(1.6.24) 
L=3-21, 2L = 3-1, 
IL=3- 41+4l1l, AI.=3-2L+11 . 


TI =1-21+ 411 8111, SI, =1- + ll,- HI, 


用 主 伸 编 量 RA, WEA 


(1.6.25) A 
lo=I =i +A) + 4?,,, 


下 = =A, + aes) +AT» 
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lle = Hai = Ar Ates tA hls + ARa Atao 
Ue= H= AAG HAGAE HAATI 
Hlo= T= Ai A2 Ass 
I= Has Ki A DÄ 
由 此 可 得 恒等式 
(1.6.26) 
L= /Te, I= To/Tlle, IH =1/IHo 


WA O hca Koo, 可见 
(1.6.27) 


0<l¿, Ho, IHK, 0< I, IIIo 


对 刚性 变形 有 Aa Sia io =1， 因而 局 部 出 性 变形 的 必 
要 且 充 分 条 件 是 


(1.9.28) Ie=lle=3,. lo=1 


从 (.6.25) 可 见 ， 当 伸缩 比 大 时 ，1o, Ho 和 Ho 是 大 的 而 
L, He, II 是 小 的 。 对 小 的 伸缩 比 则 相反 。 
elh 和 1 “aoaaa 6.27), WH (1.6. ə 


ee . 


: A a T yD a Sas 


@ 译注 原文 无 “还 "一 字 。 据 作者 另 一 著作 (Eringen1962，P， 
32) 增 。 
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MIR. ARTIR, FRE 
理 回答 

定理 5 在 下 处 C 的 前 切 分 量 在 下 处 -一 对 方向 上 取 极 
值 ， 这 一 对 方向 垂直 于 C 的 一 主轴 ， 且 平分 其 余 西 主轴 的 夹 
角 .C 的 前 切 分 量 的 极 值 是 


(1.6.29) 
1 1 Lee 
£y(CO,-C), +. (C, C), £ (C, - C) 
为 证 明 这 定理 ， 考 虑 正 交 两 方向 入, 和 入 ,的 由 (1.4.14) 给 
出 的 剪 切 ， 它 可 写 为 
(1.6.30) 


FO0N,,N.,) = ANDANdSinY N: N, = Cr NENE 


AAN 和 :是 单位 矢量 ， 且 互相 垂直 ， 有 
` G(.6;3D. 


Gri NNI =1, GrrNENGS=1, GriNINE= 


于 是 我 们 必须 求 出 FCV1,N,) 在 条 件 (1.6.31) 下 的 驻 信 ， 利 
用 拉 格 朗 日 乘 子 A, B, 和 D, 将 下 式 对 N, N 微分 ， 


F=Cki NËN} ~ AGa NEN - }B(Gr NINI -1) 
a > D(Gri NËN} -1) 


并 令 所 得 导数 等 于 零 ， 得 


(1.6.32) CrrNE- 4CrrNt-BGrrNf=0 
CrN} - 4GrzN -DGL NE =0 
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由 此 可 见 D= B。 两 式 相 加 和 相 减 得 
(1.6.33) 


Cri(Nł + N£) - (A+ B)Gri(Ni+N})=0 
CrN- NE) -(A4-B)Gr (N? - NË) = 0 


约束 条 件 (1.6.31) 表明 Ni+ Ns 关 0。 将 (1.6,33) 中 每 一 式 
和 决定 张 量 Crr 主 方向 M 的 方程 (其 特征 数 是 Ca) 


(1.6.34) CrM" -CGrrM*=0 
HER, 可 见 4-B8B 和 4+B 是 Cz 的 特征 数 , 即 
Ca=A+B, Cs=A-B, C,#C, 


因而 
(1.6.35) 


4= 二 (Co+Co)， 卫 = 于 (Co-Co)， 
Crz 的 主 方向 M. 5 N, 和 ,的 关系 是 
O O Mah Ni tN), Mi =kiNi-Nd). 
如 对 上 面 每 一 式 要 求 GaMSMS =1， 并 利用 和 (1.6.38). 和 
41.6.35)， 求 得 所 = 包 = 去 ， 因 而 有 
(1.6.86) 


Ma= 1N, +N, Ms =N, -N3) 


由 此 解 得 N, 和 NN,; 


a 


(1.6.37) N,=M.+M,, N.=M.,-M,. 


于 是 我 们 证 明了 : 剪 切 取 极 值 的 任 一 对 正 交 方向 入; 入, 平 
分 应 变 Cx 主 方向 的 夹 角 . 另外 , 参照 于 这 些 方向 ， 剪 切 的 
极 值 由 (1 .6.35) 给 出 。 如 Ca 编 序 为 C1 >C, >Cs， 则 剪 切 
值 由 (1.6.29) 给 出 正 负 号 土 是 由 4 和 妃 的 正 负 号 引起 的 ， 
因而 最 大 前 切 应 变 是 (C, - C:)/2， 并 作用 在 M, MM, 的 平 
分 方向 上 。 证 明 完 毕 ， 

有 各 种 类 型 的 几何 作 图 法 用 以 决定 Crz 的 主轴 和 最 大 前 
切 , 其 中 最 常用 的 是 摩尔 (Mohr) 圆 。 有 关 这 方面 读者 可 参见 
Truesdell 和 Toupin(1960,21 到 24 节 ) 和 工科 材料 力学 的 书籍 
(参见 Freudenthal,1966,6.6 节 )。 
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物体 内 一 纤维 的 有 限 转动 不 能 用 无 限 小 转动 张 量 玉 和 了 
表示 。 为 了 玫 征 有 限 转 动 我 们 引进 一 个 转动 张 量 尽 如 下 。 根 
据 上 节 的 定理 2 ， 变 形 中 处 主 三 轴 组 Ns 转动 成 为 p 处 的 
主 三 轴 组 ns。。 如 将 入 a 平行 于 自身 地 搬移 到 bp， 则 可 以 唯一 
地 确定 心 个 正 交 张 量 吓 ， 它 将 搬移 过 的 入 。 转动 成 为 ns (图 
1.7.1)， 其 数学 表达 式 为 。 


AD nta =R" N*a, N*a = Ren, 
将 上 面 一 个 式 代入 另 一 式 可 见 
4.7.2) RuRE =Sc， Rz Re = Or 


W R 代表 道 转动 , 即 由 ms 到 N。 的 转动 。 设 = A n 分 别 
“ 


N, 


Ni 
BEE 
N: 
4 s 
22 ka Sa 
m” 
N. 
N 


BL 1.7.1 主轴 的 转动 
是 三 轴 组 N. fln, 的 道 矢 量 ， 即 它们 满足 
(1.7.3) NNi =6k, nina =ð% 


A NERAST I) DD nt. RAT f 


(1.7。4) Rk=n* N<, R, = Nan", 
利用 升 标 和 降 标 还 可 求 得 
(1.7.5) Rer= Rr 


特殊 情况 及- 工 称 为 纯 应 变 。 
引 理 1 。 科 西 和 格林 变形 张 量 各 罕 入 此 之 间 的 关系 是 


wi at -s n -1 
(1.7.6) Cy,= RE Ri, c= R*zCE,Rt, 


为 证 明 (1.7 .6),， 我 们 记得 C, 是 非 奇 异 矩 阵 。 另 外 ,这 个 
和 抢 阵 任何 正 寡 . 负 宕 或 分 数 窜 的 特征 数 就 是 C“z 的 特征 数 的 
Ea, BD 


(1.7.7) CNE = (C) "NE 
由 此 解 出 


(1.7.8) Ci- 5 (Ca) "NENSG 


a 


同样 ， 对 c 的 寡 我 们 有 
(1.7.9) ci = Ue.) "ntn? 
以 (1.7.1) 中 的 和 a 代入 (1.7.8) ,并 按照 (1.6.18) 写 成 Cu = 
1/ca， 得 
Ci = DR) nint Ri = Rc4R, 
上 式 最 后 一 步 利 用 了 (1 .7,3), 和 (1.7.9)。 类 似 地 可 由 (1.7。 
9) 证 明 (1.7.6)，。 


引 理 2 — 变形 樟 度 以 及 栖 丙 和 格林 变形 张 量 全 此 之 间 
的 关系 是 


. + - —— 
1.770. O xk, = R* 1Cr = Riset, 
-1 š -1 -ż 
(1.7.11) Xz,,= Rx,ct = Rt CE, 
为 证 明 (1 .7.10)， 由 (1 .6.22) 解 出 x*,x: 
G.7.12) | n2 D (CN n, 


以 (1.7.1) 中 的 中 代入 (1.7.12) 并 利用 (1.7.8), AP a n = 
4“ 


i 
je 
r. 


$ 5 
x" = S1(COPNERINE -CAR 


a 


从 而 证 明了 (1 .7.10),。 由 此 利用 (1.7.6) 取 其 中 n= -Aa 


导 得 (1.7.10):。(1.7.11) 的 证 明 类 此 。 
表达 式 (1.7.10) 和 (1.7.11) 称 为 极 分 解 定 理 。 
在 矩阵 记号 中 , 任何 可 逆 的 线性 变换 五 有 两 种 乘法 . 
分 解 : 
(GL F=RU=VR 


Hop R EEZ, mU 和 六 是 对 称 正定 矩阵 。 
以 下 关系 式 成 立 : 

(1.7.14) U2=F7F, V?=FF" 

(1.7.15) V = RUR’,V’: = RU :Rr 
BF 由 xx 确定 ， 即 Fk = xt, TER 是 转动 张 


-2 -4 
H Rm U 和 被 确定 为 U =C, V" =c. F 
是 由 (1.7.14) 得 


4.7.16 (DU),, (V = 5 =b, 
有 时 U 和 分 别称 为 右 伸缩 张 量 和 左 伸缩 张 量 ， 


W, Truedell 和 NoUL 1 Te 24 3). 
由 (1.7.10) 和 (1.7.11) 我 们 还 有 
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-š -1 -2 
(1.717) R*k= xx, Cr, R8,= XF,ic'y 
作为 这 个 引 理 的 推论 ， 我 们 可 以 证 明 


1 


(1.7.18) Usin R Cm- Gin 
其 中 

(1.7.19) Rr; zg", R* y, 
为 此 由 (1.3.31) 中 解 出 Ursu 即 

(1.7.20) Urs u = 9xuXt,z -Gur 


用 (1.7.10) 代 入 此 式 ， 即 得 (1 .7.18)。 从 这 表达 式 我 们 导 得 
E,R R ZJ: 2; 


~ 3 
(1.7.21) Eru = ReoeCxyr - Gurs 


= š 
Rru= Re tCay r ® 


另 一 个 有 意思 的 结果 是 
~ ~r? 

(1.7.22) Rixy = (Gary + Eru + Rra.)Ctu, 
其 证 明 由 在 (1.7.17) 中 用 (1.3.31): 代入 并 考虑 (1.7.19) 结 
果 得 出 。 以 上 各 公式 在 欧 拉 表 示 法 中 的 对 偶 结果 不 难 导 得 。 

设 变形 梯度 不 大 ， 在 (1.7.22) 中 只 保留 到 最 低 阶 项 ， 得 

@ 译注 下 标 中 圆 括 弧 表示 对 称 化 ， 方 括号 表示 交错 ， 见 本 丛书 
第 一 分 册 40, 41 页 。 本 分 册 (1,3,34) 式 中 用 过 这 种 符号 。 
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(1.7.23) Rau -Gru RRiy, 
Reg gr* gy" rem 
因而 证 实 对 Raw 和 mw 采用 “无 限 小 转动 * 这 名 词 是 合理 的 ， 
现在 我 们 已 作 好 准备 来 证 明 1.5 节 中 表明 的 转动 基本 定 
理 (定理 3 )。 
Y 人 个 网 性 平 


CC 
CD 


“为 证 明 这 定理 ， s... 这 一 矢量 变形 后 成 
为 dx* =x", dx". HO.7.10) 5h 
š + 
(1.7.24) dx“ =g“, RE CM dXE = ct R'mg”rdX" 
其 中 
(1.7.25) R'm=R' rg"m 


方程 (1 .7 .24) 可 分 解 如 下 (图 1 .7 .2): 


图 1.7,2 变形 的 分 解 
(a) 矢量 dXF 作 刚性 平移 ， 以 平和 行 位 移动 成 为 dx*(r,: 


六 原 注 关于 这 定理 的 历史 资料 可 见 Eringen (1962,10 节 ,39 页 
BE), 
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(1.7.26a) dxtr =gķdX" 


(b) 矢量 dxt7， 刚 性 地 转动 成 为 dxt a，: 


ee oes 


(1.7.26b) dxtay =R“idx' er 
(c) RE dxi r 伸缩 成 为 dxts, =dx"; 


(1.7.26c ) dx" =c*dx! pr, 

以 (1.7.26a) 和 (1.7.26b) 相继 代入 (1.7.26 c) 即 得 ， Cs 
7 ,24),, 定理 得 证 . 

注意 , 当 且 仅 当 dXs 是 Caz 的 一 个 特征 矢量 时 ， 在 伸缩 
中 不 再 涉及 dxta，, 的 进一步 转动 。 显 然 ， 平 移 、 转 动 和 伸缩 
这 三 个 送 算 的 次 序 无 关 紧 要 ， 但 是 它们 的 张 量 量 这 则 与 运算 
施加 的 次 序 有 关 

总 起 来 说 ,的 无 限 小 邻 域 的 变形 可 认为 是 这 样 发 生 的 ， 
中 心 在 的 一 个 无 限 小 球 刚性 平移 到 p ,处 的 应 变 主轴 也 
平行 地 移 到 p 处 ， 接 着 球 作 刚 性 转动 ， 直 到 平移 来 的 刚性 三 
PHH sphk 应 变 椭 球 面 主轴 相 重 合 ， 最 后 ， 球 的 所 有 直径 受 
到 伸缩 ,但 具有 沿 思 处 主轴 方向 的 那些 直径 不 作 进 一 步 的 转 
动 (又 见 图 1.5.3) 。 


1.8 面积 和 体积 的 变化 


. 在 未 变形 体 B 中 ， 曲 面 可 用 它 的 高 斯 形式 表 示 (参见 第 
一 分 册 ,3 .2 节 ): 


(1.8.1) XE= XF(U,V) 
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JOE U LV RBB. MBEAN 是 一 个 二 重 矢量 , 由 


(1.8.2) dAwt. 2 93 dUdr 
给 出 (第 一 分 册 ，3.8 节 )。 曲面 (1.8.1) 在 变形 后 成 为 曲面 
(1.8.3) x*=x*[XE(U,V)] 
其 面积 元 为 
dau = 22E -a quay 
sata i BA Xt guay 
= 2x", xb aX 2X dUdF 
或 
(1.8.4) dati = x* px’, dA"! 


相当 于 二 重 矢 量 dA" 和 da*!， 有 轴 矢 量 dAx 和 do 由 
(1.8.5) 


dg= 半 erauad4 d At = eriudAu 
da, = da, imda'™, da"! = edam 


MED., 将 (1.8.4) 代 入 (1.8.5)。， 得 


O 译注 对 任意 二 重 矢 量 可 引进 对 偶 的 矢量 ， 见 本 丛书 第 一 分 册 
52 页 (1.9.21) 式 。 
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da, = Janka a". d Ate = ; Cpm" “X LX", d Ag 
利用 (1.3.7) 上 式 给 出 
(1.8.6) da, = JXE,,dAx 
于 是 变形 后 弧 元 的 平方 是 


(da)? = g*'ida da, = J? g' XE, Xt, dArdAL 


回顾 (1 .3.19)， 上 式 可 写成 为 


(1.8.7) (da)? = II,C""d Ard A; 
其 中 已 采用 

(1.8.8) HI = T: 
因为 按 矩 阵 积 的 行列 式 和 (1,3.8) 有 


Ila = det CE = det (GANguiXe ux, E) 
= (det GE#M) (det gn) (det x*, u)? 
=(g/G)j=J* 
表达 式 (1 .8.7) 类 似 于 弧 长 平方 的 表达 式 


‘ds)* =CELdX dX i 


因而 在 量度 面积 的 变化 时 张 量 TLC 所 起 作用 和 张 量 Cs: 


对 长 度 变化 六 起 的 作用 相同 . 
对 偶 于 结果 (1.8.6) 和 (1.8.7) 的 是 以 下 结果 : 
(1.8.9) ddn = Tt, dd, 
(dA)? = Hl ctida da, 
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N 


上 述 长 度 和 面积 之 问 的 对 偶 性 使 人 想到 ， 可 根据 张 量 


HL Ct 和 Ho 作出 椭 球 面 ， 并 研究 这 些 酉 球面 以 了 解 P 
和 户 处 各 不 同方 位 上 面积 变化 。 显 然 ， 有 了 这 种 对 应 ,1 .5 和 
1.6 节 所 证 明 的 各 定理 在 这 里 都 有 对 偶 的 结果 。 例 如 ， 照 (1 。 
6.18)， 在 cf 取 极 小 ( 极 大 ) 值 的 主轴 方向 ，C# 达到 它 的 极 
大 ( 极 小 ) 值 。 因 而 ， wkp EER EESETH 


ee 


L<, mb 910089 RENEA A. 
体积 的 变化 由 do = JaV IHAIA. 由 于 (1.8.8) 和 (1。 
6.23) 以 及 (1.6.24) 和 (1.6.26)， 有 


(1.8.10)》 dojdFr=J= (le)? =1/UH)? 
= + 2le+ Alls + 81a)? 
=A -2h+ 4I,- 81y È 
对 无 限 小 变形 的 情况 ， 利 用 二 项 式 展开 得 
01.8.11) (do - dVy/dV= s= 1; 


在 这 情况 中 ， 拉 格 朗 日 应 变 和 和 欧 拉 应 变 之 间 的 差别 消失 了。 
在 线性 理论 中 ，/? 有 时 称 为 膨胀 率 (dilatation)。 由 (1.8， 
10) 可 见 , 只 有 在 线性 理论 中 体积 的 变化 才 由 膨胀 率 给 出 


1.9 协调 条 件 


在 三 维 空间 中 变形 张 量 Cxc 有 六 个 分 量 ， 它 们 可 用 位 移 
RIZA i Ux 表达 出 来 : 
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(1.9.1) Chr = Grr tU, +U,ik 
+ GMSUuikUy; L 


如 位 移 矢 量具 有 连续 一 阶 偏 导 数 ， 则 代入 (1.9.1) 后 可 决定 
应 变 张 量 的 六 个 分 量 。 反 过 来 ,如 果 已 知 六 个 函数 Cre 并 要 
求 它们 成 为 一 个 变形 张 量 ， 就 引起 一 个 问题 ， 是 否 存 在 一 个 
个 偏 微分 方程 (1 .9.1) 以 确定 Us， 显然 用 六 个 方程 (1.9.1) 
以 确定 三 个 未 知 量 U, 构造 一 个 超 定 方程 组 ， 它 可 能 没有 这 
样 一 个 解 ,除非 菜 些 可 积 性 条 件 能 满足 。 这 些 条 件 是 含 Cri 
而 不 是 含 Ur 的 偏 微分 方程 的 形式 求 得 的 。 它 们 称 为 协调 条 
BE. 违背 这 些 条 件 时 ， 物 体 中 相应 的 位 移 场 不 是 唯一 的 。 于 
是 物体 可 能 具有 位 错 (qislocation) 。 

寻求 协调 条 件 的 一 个 办 法 是 在 六 个 方程 (1.9.1) 中 通过 
偏 微分 法 消去 Ux 。 对 非 线性 理论 这 是 宛 长 的 。 另 一 个 办 法 
是 利用 歼 曼 的 一 个 定理 ， 即 ， 对 称 张 量 ou 要 成 为 一 个 欧 E. 


8. 97 0197 09. a — Q 9 f 9 @ @ @ e U C a 0. & @ T 


量 ， 且 由 它 组 成 的 黎 曼 - 克 里 斯 托 菲 张 量 K St) 恒 等 于 零 ， 


ee t ee EC 


(1.9.2) 


twi 
nmi =y (Gemin E GL, km = Gimskn ~ Genim) 


EAn hm] = Ese] Lhe] 


O 译注 黎 曼 - 克 里 斯 托 非 线 景 即 曲 率 张 外 ， 佑 见 本 丛书 第 一 分 
册 ，123 页 起 ， 特 别 是 1255042221, 
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其 中 


(1.9.3) 
Ekl, m]= 1 (armi + Aime — Akim) 


-1 


at" 


s$ 
aama q = 6t 


张 量 Cre 和 ca 都 是 非 奇异 对 称 正 定 张 量 ， 当 它们 已 知 时 可 
以 计算 出 8 和 6 中 的 弧 长 ,而 3 和 5 都 是 欧 氏 空间 的 一 部 分 。 
所 以 ， 必 须 有 


(1.9.4) K) =0, Kx = 0 


上 式 中 前 式 用 Car 作为 度量 张 量 or:， 且 对 XX* 作 偏 微分 ， 而 
后 式 用 cx 作为 度量 张 量 并 对 x" 作 偏 微分 

在 三 维 空间 中 ，Kesnn 的 81 个 分 量 中 ,只 有 六 个 是 代数 上 
独立 且 非 零 的 。 此 外 , 张 量 K 满足 好 几 个 对 称 性 条 件 ， 它 满 
足 彭 启 (Bianchi) 和 恒等式 (参见 第 一 分 册 ,2.9 节 ); 


(1.9.5) Ve K; = 0 


Jtrh V, 表示 协 变 偏 微分 运算 。 于 是 ，(1.9.4) 第 一 式 给 出 
Ck, 协调 条 件 的 六 个 二 阶 偏 微分 方程 ， 而 第 二 式 给 出 cu 的 
相应 方程 。 由 于 


(1.9.6) Crrz=Grr+2Err， Cu gri ern 


以 此 代替 (1.9.4) 中 的 c 和 c， 得 Ex. 和 er! 的 协调 条 件 。 我 
们 给 出 其 中 一 个 ， 
(1.9.7) 


-1 
Cemsin + Cinsgm — Emikn — Cnnsim + C ([Im,s];[8n,r], 
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—[In,s];,[Ëm,r); +2[Rm,r]) [In,s]), 
+2[Rm,r),[Dn,s];, — 4[In,s],[Rm,r], 
—2[ËRn,r] [Im,s],— 2[Rn,r],[Im,s], 
+4[IÍm,s],[Rn,r]),y — g '[In,s],[kRm,r]; 
+g''[Im,s],[Ën,r]; = 0 


如 将 (1.9.2) 和 (1.9.3) 式 的 偏 微分 运算 ( 式 中 用 逗号 表示 ) 改 

为 协 变 偏 微分 运算 (用 分 号 表示 )， 所 得 张 量 及 '" 仍然 是 一 

个 四 阶 的 张 量 ， 量 在 网 氏 空间 任何 直角 坐标 中 和 (1.9.2) 式 

所 给 出 的 及 ‘"? 相 重合 。 于 是 协调 条 件 (1.9.7) 也 可 表达 为 
G1.9.8) 


-1 

@kmjin + Einem — Cimsnn — Erni im +C [ (Emsi 
+ eisin Eimsa) CEkrin Enik — Cxnyr) 

— (eisin +Ensii— Cin;s) (Ckrym+ Emerik 


—exm;r)] =0 


其 中 协 变 偏 微分 运算 是 根据 gu 作出 的 。 


协调 条 件 还 有 其 他 形式 。 例如, MÆR Ricci) 
张 量 和 爱 因 斯 坦 (Einstein) 张 量 表示 ， 这 两 个 张 量 
的 定义 分 别 为 @ 


(1.9.9) K, =e" Ke), 
(1.9.10) Gu = Kuw- _ Kcr 
其 中 


O 译注 第 一 分 由 ，128 页 ， 
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-1 
(1.9.11) K=" Ky 


不 难 证 明 协 调 条 件 等 价 于 下 面 表达 式 中 的 任 一 个 (参见 Fos- 
dick,1966); 
K; = 0 
(1.9.13) Gu = 0 
显然 如 K ° 等 于 零 , 则 K, 和 Ch 都 等 于 零 . 反 过 来 ， 
可 以 证 明 如 Kw 或 Cu 等 于 零 , 则 KO 也 等 于 零 。 为 此 
反 演 (1.9.10)， 有 


(1.9.12) 


(1.9.14) mn = em lei k G" 


其 中 
(1.9.15) 


可 见 G" 等 于 零 意味 着 及 '“ 为 零 
形式 (1.9.12) 和 (1.9.13) 清 楚 地 表明 ， 独 立 的 协调 条 件 


只 有 六 个 .我 们 还 知道 ,由 于 彭 启 恒等式, 爱 因 斯 坦 张 量 满足 
方程 
(1.9.16) 


协调 条 件 的 其 他 形式 参见 Fosdick 的 工作 (1966)，。 
在 无 限 小 应 变 情形 中 ， 我 们 丢掉 ea 所 有 的 乘积 项， 于 
是 得 无 限 小 应 变 张 量 的 协调 条 件 


Eimykn 一 Enn3im = Ü 


£ 
Eim? =Eenmrdet (07)? 


Grym=0 


RISITI it maka 


XERIFE, 


(1.9.18) CaF Uin 
的 单 值 积分 存在 ， 且 由 

(1.9,19) ux =u} + Re p+ b, 
给 出 ， 其 中 ug 是 (1.9.17) 任 何 一 个 解 ,有 是 一 反对 称 张 量 
HWE Rusm=0, T p' 和 bs 是 满足 ps = òt, bei = 0 任意 两 
个 矢量 。 在 物理 上 (1.9.19) 表 明 ， 对 应 于 eu 的 位 移 场 EN 
值 的 ， 且 唯一 地 确定 到 含有 一 个 任意 的 无 限 小 刚性 运动 。 

1.10 运动 学 张 量 的 时 率 
定义 1 矢量 (或 张 量 ) 的 物质 时 率 定义 为 


ee 


(1.10.1) df /dt=9f/9t|x 


A 例如 
f =f X, = FIR,DGr 
则 显然 
df/dt= (QF /9t)Gr 
如 jy 是 空间 坐标 的 函数 ， 例 如 
f =f X,t) =f X, gs 


则 
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dt \ Ət x 9x Ət 
因为 gs = gx(X)， 且 在 运动 中 有 
(1.10.2) x=x(X,t), X=X(x,t) 
如 果 记 起 ( 见 第 一 分 册 ，2 .5 节 ) 
(1.10.3) agaz =d" løns 


k) 


3g*/Əx'= - I 19" 


其 中 {点 } 是 第 二 种 克 里 斯 托 菲 符号 ， 则 得 
(1.10.4) df/dt=f = (D/*/Dbg,= fg, 
其 中 


df _ ( of of Og + f2 < 


(1.10.5) Df*/Dt=}*= (9f*/9t) + f“; Əx1/9t 


称 为 1* 的 物质 导数 (material derivativeD) 。(1.10.5) 右 端 第 
一 项 称 为 局 部 率 或 非 驻 定 率 (local or nonstationary rate) ,第 
二 项 是 牵连 时 率 (convective time rate), TR, RER. 
10.4) 和 (1.10 .5) 不 含糊 地 同样 适用 于 物质 矢量 和 张 量 ,因为 


DFE(X ,t)/Dt= Fr 9Fx/8i 


设 沁 是 张 量 ， 则 进行 微分 后 ， 求 得 


(1.10.6)  D/*/Di= } = (Əf*t/9D 
+f“; ,9x"/Ət 


@ 译注 见 第 一 分 册 111 页 ， 那 里 详 为 实质 导数 。 
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对 其 他 类 型 张 量 也 有 和 相似 的 表达 式 成 立 ， 
物质 导数 服从 有 和 与 积 时 偏 微分 法 的 通常 规则 ， 即 


D k k a Df Dg" 
Dr 10) D+ Dr 
T): ggi _ Df* j, pag 
pr Em = pr gl+ f° g 


有 关 这 问题 的 说 明 参 见 第 一 分 册 ，2.7 节 。 
定义 2 速度 矢量 是 位 置 天 量 的 时 率 ， 


k 
Ga  V=dp - 9%'K,D g, 


dt ot 
以 (1.10.2): 代 入 (1.10.7), 有 
(1.10.8) V(X ,t)=v(X(x,t)t) 


=VX ,=v ,tg 


BEVA, D 是 物质 点 不 的 速度 ， 但 是 分 量 为 wy 的 未 

度 w(z ,1 是 时 刻 ! 在 室 间 点 好 处 的 速度 ， 它 并 不 指示 出 届 于 

哪 一 个 物质 点 .这 是 经 典 流体 力学 中 广泛 采用 的 欧 拉 观 点 ， 
定义 5 MERRI EERE YRR: 


(1.10.9) a=dv/dt 
按照 (1.10.4) 和 (1.10.5) 我 们 有 


(1.10.10) q(@,t)= (Du /Dt)g,, 
ak= Dot /Di = (3v*/Jt) + v;" w’ 
在 拉 格 朗 日 观点 看 来 ， 物 质点 是 已 知 的 ， 所 以 


(1,10.11) a(X,t)=[ƏV "(X ,t)/9t]G, 
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在 连续 统 的 运动 学 中 ， 位 移 梯度 的 物质 导数 起 重要 的 作用 ， 
基本 引 理 ”位 移 梯度 的 物质 导数 由 下 式 给 出 : 


CE 


(1.10.12) 5 (a.g) = Uya, 


D 


-DF (dx") = ut; dx! 


证 明 ”为 证 明 引 理 先 取 dp 的 物质 导数 ， 并 注意 在 用 
算 子 d/dt 时 XE 就 象 常量 一 样 ， 有 


¿y aZ A 3p axr) -2P aX" 


dp dt \3X" 3X 
=V Jyx= W yr dXš= W gxt 
= pyr dX" Ja x dX ga dx 
另 方面 
9 Ə ¿ma _ [3 Ma _ 
3x! ` xi Im) = (35 十 a vy )w.=" "g. 
以 此 代入 前 式 得 
(1.10.13) = uy dx!g, 


dp 
它 的 分 量 形式 与 (1.10.12)* 相同 .在 (1.10,12), 中 用 dx" = 
xk dX" 代入 即 得 (1.10,12)1。 
这 引 理 的 一 个 推论 是 
(1.10.14) BAXE = -nX n 
这 可 由 对 x XE, = 64 进行 微分 求 得 ， 即 
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1 
Dr en, X, = Dlws) yz, + xt, br OX.) =0 


以 Xr, 乘 此 式 并 用 (1.3.6) 和 (1,10,12), 即 得 (1.10.14)。 
以 上 结果 可 用 来 证 明 下 面 一 些 重要 定理 。 
定理 1 弧 长 平方 的 物质 导数 由 


D cds)? = 2duadxsdx 


(1.10.15) Di 


(1.10.16) dami =} (Ursy t Ouk) 


称 为 变形 率 张 量 。 


CO 


(ds)? = gridx*dx! 
取 物 质 导数 ， 并 用 (1.10.12),， 并 注意 照 李 奇 定理 
Dgr/Dt=0 


本 定理 即 得 证 明 。 
在 拉 格 朗 日 描述 中 ，(1.10.15) 可 写 为 


(1.10,17) Dr (ds) =2daxt, zy dX EdX5 
= CrudXadXz= 2E, dX)1dXs 
其 中 
(1.10.18) Ëer = 二 Crn= dua, 


是 拉 格 朗 日 应 变 张 量 的 物质 时 率 ， 由 (1.10.15) 和 (1.10.18) 
42 


有 以 下 定理 。 
定理 2 [ 基 林 (Killing) 3 ; 运动 为 局 部 刚性 的 必要 且 充 


分 条 件 是 d. = 0 (或 Err= = 0, 或 Cx = =0). 
引 理 雅 可 比 行列 式 的 物质 导数 等 于 


ee 


(1.10.19) DJ/Dt= Jv”; 
证 明 对 7 作 微分 运算 并 利用 (1.10.12)，， 有 


DI _ D ( gt ) 2 9j Dx, 


Di Di\ Gil) Gi axm Di 
3 
=E EE HD 


考虑 到 (1.3.10) 上 上 式 即 给 出 (1.10.19) 。 
定理 3 面积 元 的 物质 导数 等 于 


和 


(1,10.20) 5 (da,) = vdas — oda, 


证 明 ”为 此 计算 由 (1.8.6) 所 给 da, 的 物质 导数 , 即 


D. =-D JX" 
pi (da) = pr OX dAn) 


"Pp Xx. + D x=.) ads 
利用 (1.10.19) 和 (1.10.4) 即 得 到 (1.10.20) 。 
定理 4 体积 元 的 物质 导数 等 于 


(1.10.21) D(dv)/Dt = ado = Idv 


其 中 Lut, EEE RKE d 的 第 一 不 变量 、 


eee .. . l 
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将 dv=JdV 求 导数 并 利用 (1,10.19) 靶 可 证 1.10.21). 

应 变量 度 的 更 高 阶 物质 时 率 在 连续 统 物理 某 些 分 支 ( 例 
如 , 烙 弹 性 ) 中 有 用 。 它 们 由 对 ds: 重复 微分 得 到 。 例 如 ,ds* 
的 村 阶 物质 导数 是 


(1.10.22) (ds)? = AŞ P dx*dx' 


p" 
Di 
H AEP 称 为 用 阶 的 里 夫 林 - 爱 里 克 森 (Rivlin-Ericksen) 
张 量 ,对 AO 得 到 一 个 递归 关系 式 如 下 : 


D+! s )]=- D 


pan (dst) = pr | Dis Di [AP datda ] 


5 Da APP Jdx*dx! + A- D(dx*) qy i 
Dt 


1 
+ APP d PXD) 


利用 (1,10.12): 和 (1.10.22) 得 


(1.10.23) 
Ait = [DAHP /Dt] + Aso", + 4? os A M>1 
Ai) =2da= Veji + Viie 

求 得 AOO W BRIF: 


DY d. 2 M 
一 P (gadx"d,t) 


M 


=gu Dh) r (dx*)- A (dx!) 


K-90 


其 中 人) 是 二 项 式 系数 
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如 同 (1.10.12):， 可 以 证 明 


(1.10.24)  D*(dx")/Di™ = v Mk dx’, 
vok D*x*/ Di 


用 此 及 (1.10.22) , 求 得 
(1.10.25) 


-1 
CMD (a) (M) x CM-R)OCR)u 
Ak sukhi tuet S) mk u N“, M21 


K=1 


但 因 
人 s Dir CrdX"dX®) = CH dXrdXt 
我 们 还 有 


1.10,26) AHP =C rr XX M2>0 
所 以 , xX, =X, m 
(1.10.27) AW CW |,., 


对 刚性 运动 ，ds* 保持 不 变 ， 故 4‘* ?等于零 ， 
1.11 变形 率 ÄH WE 


变形 率 张 量 d 已 经 介绍 过 。 现 引 进 自 旋 张 量 zo: 


(1.11.1) di 二 vy) = 3 (Wesi + Viie) 
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(ILD) O Waun (vv) 
上 两 式 相 加 得 
G.11.3) Ven = da + War 
变形 率 张 量 di, 是 对 称 张 量 , 而 自 旋 张 量 是 一 反对 称 张 量 ， 即 
di= dk， Wei= -W 
于 是 可 以 用 一 个 轴 矢 量 来 代替 wi: 中 
(1.11.4) w= Awm tma w= curl o 


矢量 w KARRI. 

e S EE SAE E ES fa 00 
时 间 变 率 , 为 此 引进 一 个 物理 记号 一 在 单位 矢量 吕方 向 的 
伸缩 率 (sfretching)@@， 它 是 


= 1 Dd) dunn, ra dx 
(1.11.5) d(n)= ai i = d.ntn!, m= 


这 表明 变形 率 张 贡 的 法 向 分 量 就 是 伸缩 率 , 例如 ， 设 吕 沿 直 
角 坐 标 中 x 轴 方 向 ， 即 72= (1,0,0)， 则 do = doa. 
为 理解 d 和 tw 各 混合 分 量 的 物理 意义 ， 和 需要 娟 处 两 音 
位 矢量 n, 和 n, 之 间 夹 角 的 变 率 ， 
(1.11.6) 


D =D (gudri dar 
Br PNN = Di (ou ds! ds, ) 


O 译注 见 第 20 页 译注 ， 
D ERER R stretching, 是 一 种 时 间 变 率 ， 不 同 于 1.4 
Pp RIAA (stretch), WREE LA PRIER (extension )。 
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s GL. D 2. 
 dsds. Dt (gudxidxi) 

一 [den + don.) lcos Onin,) 
其 中 ds, 和 ds, 分 别 是 dæ, 和 dr, 的 长 度 ,而 db 和 dz) 是 
dx, 和 dz: 的 伸缩 率 . 利用 (1.10.11): 有 


ALD fp (dxidxi) = 2dudxidxi 
以 此 代入 (1,11.6) 得 


(1.11.8) -sin 0minoñoino = 2dintns 
[doa * dmg) lcosh nin,) 


设 gtninz) = 0, 则 上 式 给 出 (1.11.5) 。 设 Omn, WER 
给 dz, 和 dx, HRDIR n). Bn, # n, 分 别 沿 直 角 
坐标 轴 x 和 »， 在 这 特殊 情况 中 得 


(1.11.9) 一 ban = 2dr 


它 说 明 dia 是 x 和 方向 剪 切 率 ®(shearing) 的 一 半 , 于 是 下 
面 的 定理 得 证 ， 
定理 1 变形 率 张 最 的 法 向 分 量 是 体 缩 率 ， 而 混 全 分 


“为 说 明 自 旋 张 量 的 物理 意义 ,我 们 需要 求 出 物质 元 dz 对 
一 固定 方向 。 的 转动 率 如 下 : 


0.11.10 B cosp =—D-cost(de v) 


@ 译注 MRR, 剪 切 率 都 是 时 间 变 率 ， 原 作者 另 一 书 (1962) 中 
称 rate of stretch, rte of shear, te Æ P {b I Ek stretching, 
shearing. 
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= D (es “5 °) 
= 


(1.11.11) -sin é $=vsnmv!— demcosg 


当 $= zw/2, 上 式 给 出 


(1.11.12) $= vano! 
设 v 取 为 沿 直角 坐标 的 * AA m n W y 轴 方 向 , MH y 向 x 
的 转动 率 是 


— $2 =u 


> 可 见 , v1,: 是 沿 y 轴 方向 的 物质 元 
vs yx 轴 方 向 作 逆 时 针 向 转动 的 速率 


(图 1.11.1) .在 xz 和 方向 的 剪 切 率 
ERKO 的 和 ， 因 为 x 轴 和 y 轴 是 
* ， 彼此 相 背 转动 的 ， 即 


-M;i 
B La. ARE -an= -$n - $n = 2da 


W y 轴 的 元 对 x 轴 的 相对 转动 率 是 

内 ， -ġn= Visz Uz, 1 = ZW = — Us 
它 是 x 轴 和 y 轴 相 对 自 旋 ( 逆 时 针 向 ) 之 差 的 一 半 , 或 者 是 沿 
y 轴 涡 量 分 量 的 负 值 . 


按照 基 林 定理 ， 刚 性 运动 的 必要 且 充 条 分 件 是 da =0、 


Q 译注 Rus Muzi. 
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如 果 在 物体 一 区 域内 它 都 成 立 ， 我 们 可 得 通 解 
(1.11.13) u= Qa pi + bk 


h De f On 仅 是 上 的 函数 ,ou 是 转动 率 张 量 , 而 0*= eum 
Gm 是 关于 六 原点 的 角速度 矢量 。 由 (1.11.2) 对 刚性 运动 
可 见 mu = ou。 所 以 在 刚性 运动 中 自 旋 张 量 等 于 转动 率 张 
量 。 

定理 2 自 旋 是 变形 率 张 量 主 轴 的 角速度 . 

证 明 RR da HEHH na 可 以 象 对 应 变 张 量 一样 
RE. 方向 ms 是 方程 组 


(1.11.14) (dý -dôf)n'=0 
的 解 。 主 伸缩 率 da 是 特征 方程 
(1.11.15) det (di — dôf) = 0 
的 根 。 
计算 单位 矢量 ?的 变 率 ， 
A pu 
qr DP 


利用 (1,10.12): 和 (1.11.5) 得 
(1.11.16) ita (dt tt- daan 

当 多 是 一 个 主 方向 ，(1.11.14) 成 立 ， 上 式 简化 为 
(1.11.17) ni = ini . 
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这 当然 就 是 定理 的 证 明 。 


1.12 应 变 率 和 转动 率 


定理 1 拉 格 朗 日 应 变 和 欧 拉 应 变 的 变 率 分 别 为 


(1.12.1) Èr = 2 Car = duzt axr 


(1.12.2) en s= + cu = dk 一 enkon — CmU™ sn 


=š L lemos + Cmon) 
证 明 为 证 明 (1,12.1) 计 算 Crt 的 物质 导数 ， 
Crs = 2E,, = Dr (ant, ant.) 
ko 1 
利用 (1.10.12) 上 式 给 出 (1.12.1)， 
为 证 明 (1.12.2) 取 en 的 物质 导数 : 
Sa = -Dy (Ea X", X5,) = Ër X", X, 


E 
+ rr XI, + Ez X „Zau = 


利用 (1.12.1) 和 (1.10.14) 后 即 得 (1.12.2) 。 

从 (1.12.1) 和 (1.12.2) 可 见 ， 这 两 个 应 变 率 一 般 说 来 和 
变形 率 不 相间 。 如果 在 时 刻 t=0 介质 是 无 应 变 的 ， 且 X" = 
òk x" , 则 有 

(1.12.3) Ex (X ,0) = daók6l, aX, = da 
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RERE RRD HERA 近似 地 等 于 变形 率 ， 即 
(1.12.4) FS da6k81 


但 要 欧 拉 应 变 率 等 于 变形 率 ， 即 eu da EA B) M 05 Bi 
制 ， 自 旋 张 量 wi 的 数量 级 不 大 于 变形 率 张 量 的 量 级 ， 因 为 
Umi = dm + Wmi 
从 (1.12.1) 和 (1.12.2) 可 以 明白 ， 在 无 限 小 刚性 运动 
中 ， 拉 格 朗 日 应 变 率 等 于 零 而 欧 拉 应 变 率 则 不 是 。 在 刚性 运 
动 中 ds? - dS? = 2endx"dx' 保持 常量 ， 而 ea 的 各 个 分 量 一 
般 地 有 变化 。 于 是 在 随同 物质 点 一 起 运动 的 观察 者 看 来 ， 当 
空间 点 走 过 时 空间 坐标 系 好 象 在 转动 。 
还 可 得 出 另 一 个 说 明 变形 率 意义 的 结果 如 下 (Eringen 
1962, 22 h): 按照 (1,6,13), ca 的 特征 数 ca 等 于 
(1.12.5) Ca = Cana na 
它 的 物质 导数 是 
cu = Ginn + ca (nëng + nën 
上 式 在 用 (1.12.2) 和 (1.11.17) 后 给 出 
(1.12.6) Ca = —2ctd, ntn 


如 用 (1.6.12) 的 另 一 形式 即 


CENA = cana 


代入 (1.12.6) 并 记 起 ca =1/2， 即 得 漂亮 的 公式 


Q 译注 原文 误 为 拉 格 朗 日 和 欧 拉 应 变 率 . 
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0.12.7) -— Ca/2Ca = La /Àa = danni = d, 


人 
现 求 柯 西 变形 矩阵 的 m 次 蹇 的 物质 导数 , 为 此 微分 


m sŠ 
o Aik 
cf = (ca) nina 
m 


Bp 


pe (c*1) = DD)" tea Nánar 


a 


m 


+ (ca) (nt ina + né “n1)] 


将 Cs 和 民用 (1.12.6) 和 (1,.11,17) 代 入 ， 上 式 给 出 @ 
(1.12.8) 
De (e =cjw? -etwi — —- 2mct dn D Ca Jain ninina 


上 式 对 分 数 m 成 立 
对 (1.7.17): 作 微分 以 计算 召 的 物质 导数 ， 


Bagian D (a) 


利用 (1.10.14) 和 (43,12,8) 并 令 m= -4 ， 得 


r 
@ 原 注 这 个 表达 式 是 Eringen (1962, 224) 头 一 个 推导 出 


W. Bi BERR- HOLIDAN HWET R, OR 0) 
结果 [(22.15) 式 ]。 
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(1.12.9) 


1 1 


DD ¿pass uye ne kue, 
A (ms): D, RD: -Xr [dL er tekwr 


~ -3 `; 
3 Byr 
- c? dps > (ca) nganinin] 
a 


RERA t =0, X =x, Fics I H as I. Ux”, r 3801.12, 
9) ,改写 x” fr H gm, e= I, BR n= I, 0.12.9) 


D hony 
(1.12.10) Pr (Rem) lao Wem 


其 中 利用 了 (1.7.26) 。 青 在 t=0 时 计算 (1,12,8) ,可 以 类 似 
地 得 @ 


azan e| = -2md' 


lt= 0 
4 
这 些 结果 说 明 ， 在 += 0 时 转动 R 的 变 率 和 < 的 变 率 分 别 等 
1=0 时 的 自 放 和 变形 吉 . 
同样 ， 相 对 应 变量 度 coo (OM beo (人) 可 以 利用 它们 的 
表达 式 (1,3.51) 和 (1,3,52) 求 得 。 例 如 ， 
(1.12.12) 
(n) 2 
tow = DST EROF w 


M f= T， 上 式 就 给 出 以 前 已 得 出 的 (1.10.25) 。 
© 原 注 〈1.12.10) 和 (1.12.11) 对 mm= - + 结果 曾 由 Noll 


{1955，20 节 ) 用 另 - -种 方法 得 到 。 但 是 一 般 的 结果 〈1.12.8) 和 (1.12. 
9) 是 Eringen (1962，22 节 ) 得 出 的 。 
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1.13 物质 流 形 和 空间 流 形 
定义 1 路 程 线 是 时 间 变 化 时 物质 点 下 所 经 历 的 山 
线 。 于 是 
Gas x=" (X), XEHE 


EHSA 的 路 程 线 的 方程 。 另 外 ,在 时 刻 #=0 经 过 互 的 
方程 组 


(1.13.2) dx" = ukdt 


的 积分 曲线 也 给 出 路 程 线 。 
定义 2 物质 流 形 是 物质 点 的 集合 。 例 如 ，B 中 的 蝶 


质 曲线 由 S 变化 时 ， 由 


(1.13.3) X=X(S) 
所 定义 。 在 时 刻 上 这 一 物质 曲线 的 位 形 由 
(1.13,4) ES, =X (S), 


Ai. GRATI 
4.13.5) X=-XU, V) 或 F(X)= 0 


所 定义 ， 式 中 U,V ESE. 这 曲面 在 时 刻 上 的 位 形 由 
"asa 13.6)  æ=8(X(U,V),t), FOX (m ,t))= 0 
。 物 质 体积 是 由 物质 点 组 成 的 区 域 . 
"aai Cea Saa H / (a: 1) =0 成 为 物质 曲 


Eom eaa i a 


(1.13.7) f= Y +f, "= 0 


证 明 ” 设 f(x, 人 ) 是 一 物质 曲面 . 曲面 上 有 一 典型 点 在 
运动 ， 其 速度 是 ww， 这 个 不 一 定 就 在 瞬间 占据 曲面 上 该 点 
的 物质 点 的 速度 。 这 个 曲面 上 点 的 速度 由 可 由 (1.13.7) 求 
得 ， 它 在 1 = 的 外 法 线 上 的 法 向 分 量 v(n) 是 


(13.8) vem = of = of/9! ; 
IF sifon)’ O ,fsm) 


速度 的 法 向 分 量 x em) 由 
(1.13.9) k= ëf pA afam) 


给 出 。 以 (1.13.8) 中 的 9f/3t 和 (1,13,9) 中 的 x*f,s 代入 了 
的 表达 式 (1,13,7)， 得 


(13.10) f= Cem vm) gf yf) 


"ee 


CC 


质点 ， 则 必须 有 zen) = v(m) ,所 以 j=0. 故 条 件 是 必要 的 ,还 
要 证 明 条 件 也 是 充分 的 ， 即 如 果 了 =0 则 曲面 含有 同样 的 物 
质点 . 方程 (1.13.7) 是 一 阶 微分 方程 ， 其 特征 方程 是 


(1.13,11) dt= dx1/o1 = dx?/v? = dxš /uš 
它们 是 物质 点 路 程 线 的 微分 方程 ， 其 积分 形式 为 


(1.13.12) x" = xë (XED 
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其 中 Xr 是 识别 初始 时 刻 #= 0 各 物质 点 的 三 个 任意 积分 常 
量 。 方 程 组 (1.13,7) 的 通 解 于 是 由 


f=y(X',X’, X”) 


给 出 ， 其 中 少 是 一 任意 函数 。 这 证 明 ， 只 要 当 上 = 0， 在 /= 
0 上 的 物质 点 在 运动 中 始终 在 这 个 曲面 上 ， 
我 们 注意 到 ， 册 性 边界 曲面 f=0 也 满足 (1.13.7) 。 

定理 2 RSRK- 佐 拉 夫 斯 基 ( felmholtz-Zorawski) 


AE 与 量 场 g 祖 切 的 曲线 成 为 物质 线 的 必要 县 充分 
条 件 是 


(1.13,13) — qq -grroDingn=0 
或 qx [9g/Ət + curl(q xv) +v div q]=0 
证 明 ERJA t BHH ZR c 和 矢量 场 q(x,t) 相 切 。 E t HJ 
一 间隔 内 内 , 设 X= LS, t) 是 在 时 刻 t 与 c 相 重 合 的 那 
条 物质 线 G“。 因 为 它 是 物质 线 ， 故 有 


(1.13.14) D (a 92 )= OX 


Dt 35 35 
+ 
车 保 特 为 9 的 一 矢量 线 ， 则 (1.13.14) 必 须 为 零 , 即 ` 
D f 9x NV 
(1.13,15) TAG 2) =o 
因 % EE tha 的 矢量 线 ， 必 须 有 
(1.13.16) 9x!/9S= aq! 


在 时 刻 # 成 立 ， 式 中 a 是 一 标量 。 将 (1.13.14) 到 (1.13,.16) 
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KAE, AR, UR (1.13.13) 满足 ， 则 g 原来 的 矢 
量 线 史 “将 仍然 是 矢量 线 。 

为 证 明 条 件 (1.13.13) 的 充分 性 我 们 注意 到 ， 如 果 它 成 
立 ， 则 量 oa9x57/3S 开始 时 是 鹤 ， 它 在 下 保持 不 变 对 时 间 
的 导数 也 等 于 零 。 

在 (1.13.13) 中 坡 9=v， 得 

(1.13.17) vxXAav/9t=0, 3v/9t= K(x ,Dy 


当 9v/91=0 运动 称 为 定常 运动 。 有 时 也 把 定常 运动 的 概念 
推广 到 (1.13.17), 那样 的 形式 。 
定义 5。 在! 时 的 流 线 是 和 矢量 场 各 矢量 相 切 的 井 
线 。 因 此 
(1.13.18) 


v=kdp 或 dx!/v! = dx?/v? = dxs/vs= 1/k 


的 积分 曲线 是 流 线 。 
定义 4 经 过 空间 点 在 t 时 的 条 纹 线 (streakline) 


是 当 变化 时 
(1.13.19) x=x[X (m,t”),t] 


的 轨迹 。 为 了 得 到 条 纹 线 ， 可 在 运动 =zw( 革 ,1) 中 对 固定 
的 ! 令 天 = 天 (六 )。 在 时 刻 ! 的 空间 点 吧 处 ， 占 据 妈 的 物 
质点 的 路 程 线 、 流 线 以 及 经 过 区 的 条 纹 线 三 者 具有 相同 的 切 
线 。 当 运动 是 定常 的 时 ， 三 类 线 相 重 合 。 但 是 ， 对 非 定常 运 
动 来 说 ， 它 们 一 般 是 不 相同 的 。 

在 实验 上 ， 设 在 流体 中 投下 单个 颗粒 ， 对 这 颗粒 作 长 时 
闻 的 曝光 就 可 摄 得 颗粒 的 路 程 线 。 如 在 流体 内 同时 刻 投下 许 
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多 小 颗粒 并 作 短 时 间 的 曝光 ， 就 能 显示 出 含有 这 些 可 见 粒子 
的 速度 场 的 方向 ,把 这 些 切线 想象 地 连结 起 来 , 即 得 流 线 。 在 
一 个 地 方 对 流体 连续 地 投入 颗粒 并 作 有 瞬间 的 曝光 ， 就 显示 出 
该 时 该 地 的 条 纹 线 的 一 小 段 

定义 5 流 片 以 及 流 管 分 别 是 和 一 个 不 封闭 以 及 封 阅 


动 ， 它 们 不 可 能 穿 过 流 片 或 流 管 。 

同样 ,对 与 空间 点 有 关 的 在 t 时 的 矢量 场 画 相 切 的 曲线 ， 
还 可 以 定义 其 他 的 物质 线 。 例如 ， 涡 线 是 和 涡 旋 场 ww 相 切 的 
曲线 。 

我 们 以 下 面 的 定理 结束 本 节 。 

定理 3 当 且 仅 当 运 动 在 (1.13,17) 意 义 下 为 定常 时 ， 


CO AO “OR 证 W CQ a NW. %* 


. . . . 


(1.13.13) 即 得 到 证 明 。 


1.14 线 积分 、 面 积分 和 体积 分 的 运动 学 


引 理 1 任何 场 $ 在 物质 线 多 上 的 线 积分 的 物质 导数 
的 计算 式 是 


(1.14.1) Pl dx = = fg $dx +o; dxt) 


证 明 SR sa 所 以 (1.14.1) 
式 左 端 积分 在 物质 描述 法 中 具有 固定 的 积分 限 。 于 是 运算 子 
D/ Dt 和 积分 符号 可 交换 ， 即 


+ [dat = KZ [92 +B- )] 


利用 (1.10.12), 即 得 (1.14.1)。 对 于 在 固定 的 空间 曲线 c 上 
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的 积分 ， 与 (1.14.1) 相 对 应 的 式 子 是 
G.14.2) Ó dt = (of da 


Gua ana r 
引 理 2 EMERE A 上 的 面积 分 前 哆 质 导 
数 由 下 式 给 出 ; 
(1.14.3) Pl da, = |e I ġda, 
+$(-— 2 da,+ v'; da,)] 


把 刀 /Dt 搬 进 积 分 内 (因为 在 物质 描述 法 中 2 是 固定 的 )， 再 
用 (1.10.20) 即 得 证 明 。 
对 于 固定 的 空间 曲面 s，(1.14.3) 的 相应 式 子 是 


s. .. $ e 6 


af _ C 94 
(1.14。4) Or | óda = | 3 dx 


如 在 (1.14.3) 中 把 乡 选 为 矢量 场 9， 则 它 成 为 
G.14.5 r da = 局 (全 -go 


+q'uly) da, = 个 [aqy/an 
+curl (q xv) +v div q]: da 


出 此 得 以 下 结果 。 


CD 


@ 译注 Zorawski， 原 文 误 为 Zorowski。 
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(1.14.6) (Əq/9Əb + curi(q xv) +v divg=0 


设 闭 曲 线 c( ARRE u 运动 ， 形 成 以 c(b 为 界 的 空间 曲 
面 s(b ,那么 对 SG 说 ,(1.14.5) 的 结果 也 成 立 ， 即 


D ( ogo.d=( [22 
(1.14.7) Dt Japa da i 
+ curl cq xu) +u diva | ` da 


设想 s(t) +A 含有 有 某 些 假想 的 物质 点 ， 其 速度 为 w， 于 是 
就 可 了 解 上 上 式 。 利 用 斯 托 克 斯 定理 (第 一 分 册 3.9 节 )， 将 
(1.14.7)@ 式 右 端 第 二 项 改变 为 线 积分 ， 得 


D., (总 


(1.14.8) DE ao 


q I aaz J 


+o div q) . da+ | (qxv) ` dq 


33 任 章 场 在 物质 体积 上 的 积分 8 的 物质 导数 由 
下 式 给 出 ， 


(1.14,9) 六 ybdo= fy (B+ uti) do 


= bl + (ġv") saldo 


证 明 时 仍然 是 将 D/Dt 拿 进 积 分 号 (因为 在 物质 体积 YY 中 , 积 
分 限 是 固定 的 ) 并 利用 (1.10,21)。 利 用 格林 -高 斯 定理 (第 一 
分 期 3,9 节 )， 可 以 把 (1.14,9) 式 中 最 右 部 分 变 成 面积 分 , 因 
O 译注 原文 是 (2.5.7)。 
© 译注 MOORE WERA. 
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而 写成 
(1.14.10) 


“da, 


ytd = Í, ydo + 


A i $e 


MRR 和 使 它们 在 瞬间 重合 于 空间 体 和 v 和 它 的 表 
面 s， 则 (1.14.10) 也 可 写 为 


du + Í. gorda， 


Df š 
.14.11) -pr lytdo p2 s, 


ERI EERE T 了 和 下 时 本 Fr RANN 


re e E a a 0 Q. a 9 


采用 相同 于 推导 (1。 14. LDPE, pa 14, ia 
广 到 任意 空间 体积 v0) ,其 界面 sQ) URRE u Z, Bh 


D [| 2 
aasa» rj. tds f do 


+Í du + da 


现 来 推广 结果 (1.14.15) 和 (1.14.10)， 使 其 应 用 到 包含 
动 间断 线 和 面 的 物质 面 和 
w. 在 连续 统 物理 中 ， 常 会 
过 到 横扫 物质 流 形 的 间断 
性 ,例如 激 波 和 加 速度 波 。 先 
考虑 物质 体积 XY 的 情形 , W 
它 与 速度 为 妈 的 动 间断 面 
o(t) 相交 (图 1.14.1)。 把 


(1.14.11) 用 于 两 个 体积 7* Z 0 
和 和 %Y”， 这 两 体积 的 边界 分 图 1.14.1 BHEE 


WAS HRS +o ,UU 
8 


写成 


{fybdv= (dot+ iy $o ° -da - ( pu ° da 


2 iy- ġdv= l ae dvu + ic- 各 * da + to - du “da 
EHEIM, He ot 和 o- 趋 于 co， 得 © 


gado = Í. 9ó du 


Phyo y -0 3/ 


+ lpo a- l [gu] da 
由 格林 -高 斯 定理 上 式 右 端 第 二 个 积分 可 变 为 体积 分 ,于 是 
aad By e= ky ol 
+ div (@b) Jdo +f (óe -4)) + da 
式 中 黑体 括号 代表 括号 内 的 量 过 o (t) 时 的 跳跃 量 ， 即 
【4]=4+-4- 

其 中 4+ 和 4- 是 4 在 o 上 
的 值 , 当 分 别 从 c 法 线 刀 的 

正 向 和 负 向 趋向 吕 时 。 
可 以 采用 类 似 的 论点 把 


o 《1"14.8) 推 广 到 含有 间断 线 
图 1,14.2 MNR 7Y 的 曲面 “ ，7 ES 上 的 速 


GQ 原 注 式 中 Y -o WMA -o 分 别 表示 除去 在 a 于 的 那些 点 后 
的 物质 体积 和 去 商 。 
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度 为 gb。 将 (1.14.8) 用 于 曲面 5 和 5 ， 并 用 斯 托 克 斯 定理 
变换 名 -7Y 上 的 线 积分 ， 并 假设 的 法 向 74 是 连续 的 (图 1、 
14.2)， 得 到 


(14.19 rfo- yg da = fo- T 


+curl(q xv) +v div q] da 
+ fya [9x w-u)1 Kds 


(1.14.13) 这 一 结果 在 连续 统 力学 中 有 重要 的 用 处 ， 而 
(1.14.14) 则 在 电磁 理论 中 有 用 。 其实 上 连续 统 物 理 的 平衡 
定律 有 两 种 类 型 ， 


D í = . 
(1.14,15) B-f pya- da= fo yh ds 

+) ¿yr da 

D í T ; 
G.14.16) P, jy odd =f -or da 


+ fy -vod 


其 中 9, 严 和 了 通常 是 矢量 场 ， 而 办，T 和 9 是 张 量 场 。 
TADEN, 14 oio E A 


oe. 
DD 


平衡 方 程 人 .1 14. 4.16) 说 明 ， Er- 0 中 $ 总 量 的 时 间 变 
率 为 表 而 通 量 T 和 体积 源 9 所 平衡 


. l 


这 些 场 的 性 质 依赖 半 g 和 5 iat, 
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由 (1.1d4.14) (1.14.13) 并 分 别 利 用 证 托 克 斯 和 格林 -高 
斯 定理 ， 可 以 把 (1.14.15) 和 (1,14.16) 变 成 为 如 下 的 有 用 形 
A: 


aaan fol u +curl(g xo) 
+vdivg — curl — r] “da 
+Í yoo* (w-u) -hl. Kds= 0 
(1.14.18) Í, - [5 + div (gv) — divT 
-g |dv + fogle- -T 


enda=0 


定义 REH q 沿 曲线 c 切 向 分 量 的 线 积分 称 为 g 的 
KHO, FE 
(1.14.19) Tan fonda 
设 g 是 力 场 则 修 (q) 是 力 沿 c 所 作 的 功 ， 设 9 RRE, r 
就 是 原来 意义 的 环 量 。 当 g 是 定 党 流失 证 (1.14.19) 给 出 沿 
c 建立 起 的 势 。 
用 斯 托 克 斯 定理 (1.14.19) 可 以 写 为 
(1.14.20) Tig = f eurl q) :da 


其 中 是 以 “为 界 的 任意 曲面 。 这 可 叙述 为: q 沿 闭合 回路 


tk C w w S 9 s a Q. * i W 


@ 原 注 “于 量 ? 这 词 通常 只 用 二 证 三 场 ， 这 里 作 了 推广 ， 
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a 
5 


JX 


1.14,3)34 q= b, curl q = te 
是 涡 矢 量 ， 这 定理 称 为 斯 托 
EER, 
矢量 场 9 称 为 是 层 状 的 
(lamellar) 如 果 它 可 从 某 一 
势 导 出 ， 即 
0.14.2) q= -V$ 
， 对 于 层 状 场 ， 我 们 有 


图 1.14.3 环 R 


85; Zi 
(1.14,22) qdx“ = 一 ó, dx" 
£, £, 


= 的 (CU - ó (@m,) 


如 曲线 c 是 闭 的 , 2. = mi 则 上 式 等 于 零 . 由 (1.14,20) 还 可 
得 到 


(1.14,23) curlgq= 0 


因为 可 以 任 选 c, 而 > 是 以 c 为 界 的 曲面 。 于 是 显 见 ，(1.14. 
11) 意 味 着 (1.14.23)， 反 之 亦 然 。 

满足 (1.14.23) 的 矢量 场 称 为 无 旋 的 这 名 词 来 源 于 这 
样 的 事实 ， 即 当 g =vb Bf curlo =o; 因而 有 

定理 1 ( 开 耳 芬 ) 运动 是 天 族 的 当 且 仅 当 关 于 每 一 可 
约 回路 的 丈量 是 堆 。 

多 连通 区 域 在 引进 合适 的 障碍 曲线 (barriers) 后 可 成 为 
单 连通 的 .在 形成 回路 时 各 障碍 曲线 不 得 相交 。 有 这 样 的 说 
明 后 ， 对 多 连通 区 域 (1.14.22) 修 改 为 

(1.14,21) 
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T r 
一 | ed = (X) — ó (26) + > NCh 


zi k=1 


其 中 7 是 障碍 线 的 条 数 ，ni 是 整数 ,Cs 称 为 运动 的 循环 常量 
(cyclic constant). 


在 无 旋 运动 中 ， 我 们 有 
(1.14,25) l= Uk = -Vo= -Vg 


所 以 ， 无 旋 运 动 是 等 容 的 (isochoric) 当 且 仅 当 


(1.14.26) V$ =0 
(1.14,20) 的 物质 导数 为 
(1147229 
Dra) DD PA PS (V xg) 
Dt ~ pr zwxg) da= Í ¿Í ED 


+ cur1[ V x q) xol} “da, 
其 中 我 们 应 用 了 (1.14.5)、 把 其 中 KUR V Xag. Am, D 
/Dt=0 对 每 一 物质 面 乡 成 立 的 必要 且 充 分 条 件 是 
(1.14,28) ONXA curit(y xq) xo] =0 
3 qg=v, Vxg=u, 则 上 式 简化 为 


(1.14,29) eurlo =0 

人 @@ Pok “等 容 指 运动 或 变形 时 微 元 体积 大 小 不 变 ， 由 (1.10.21) 

等 容 运 动 中 变形 率 张 是 的 第 一 不 变量 五 等 于 堆 ， 不 可 压缩 流体 是 等 
容 的 。 
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因而 我 们 证 明了 以 下 定理 
定理 2 运动 中 环 量 守恒 的 必 于 且 充分 条 件 是 加 速度 
以 下 是 有 关 涡 旋 运 动 的 三 个 定理 
ZBR- ER 在 涡 管 一 个 截面 处 的 总 涡 量 与 该 


E 应 用 格林 -高 斯 定理 ， 我 们 有 
(1.14.30) f div curl g dv = Í curl q ° da 


但 上 式 左 端 等 于 零 因为 div curl q = 0. 根 据 定义 涡 管 与 curl19 
相 切 ， 因 而 在 管 的 表面 (图 1.14.4) 上 有 
(1.14.31) s 
可 


f (curi g) * n,da 
$1 


* 


= j. (curl g) + nsda 
S2 


其 中 st 和 si 是 管 的 两 个 截面 其 外 
单位 法 线 分 别 为 22: 和 9 。 当 9 = 时 
curlg =1tp， 管 成 为 一 涡 管 ， 于 是 (1， y 
14,31) 的 普遍 结果 在 这 种 情形 中 给 出 
密 姆 志 效 第 一 定理 的 证 明 。 从 这 个 结 
果 可 以 得 到 结论 ， 与 curl 9 相 切 的 曲线 (在 @=u 的 情形 中 就 
是 涡 线 ) 不 可 能 在 任何 内 部 点 终止 。 它 必定 或 者 是 闭合 的 ,或 
者 在 边界 上 开始 且 在 边界 上 终止 。 注 意 这 结果 对 任意 矢量 成 
立 。 例 如 ， 当 9 是 与 磁场 相 切 的 曲线 (磁场 线 ) 时 ,同样 的 结 
RRL. 

ZBZERTEE 环 量 守 忆 的 运动 中 ， 油 线 就 是 物 


图 1.14.4 RE 
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对 环 量 守恒 的 矢量 场 我 们 有 (1.14.28)， 即 


(1.14.32) -9 xq) +curll(V xq) xe] =0 


但 根据 玄 霍 姆 效 - 佐 拉夫 斯 基 判 据 (1.13.13) 这 表明 和 Vxg 
相 切 的 曲线 是 物质 线 ， 因 为 在 (1.13.12) 中 如 将 @ Hk V xg 
邯 得 (1.14.32)。 当 Q@ =v BJ V xq = w, FERB AE 2k 2⁄6 
二 定理 的 证 明 ， 

Z84382 ë = == aquqa er aATT 


ce 


EARRA AREE- LERNENMN.13.19:X 
中 g 用 Vxq 代替 。 这 就 给 出 (1,14,32)。 当 它 被 满足 时 则 
由 (1.14.27) 可 得 Dreqy7Dt=0。 当 g=u 时 我 们 求 得 curl 
v=0. 

由 这 些 定理 可 见 ， 环 量 守恒 的 运动 和 其 他 运动 是 有 明显 
差别 的 ， 普 通 的 运动 在 哪些 方面 和 环 量 守恒 运动 不 一 样 ， 这 
种 问题 在 经 典 流体 力学 中 广泛 地 研究 过 。 有 关 这 些 其 他 的 定 
理 读 者 可 参考 兰 姆 (Lamb) 的 著作 (1945, 第 八 章 ) 以 及 Trues- 
dell #l Toupin(1960, lle 节 ) 。 
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第 二 章 平衡 定律 
2.1 本 章 的 范围 


本 章 涉 及 平衡 C EMARE. 2.2 节 中 我 
们 把 四 个 全 局 平衡 定律 和 全 局 箭 不 等 式 (热力 学 第 二 定律 ) 列 
为 公设 . 在 2.3 节 中 引进 局 部 面 通 量 和 体 源 的 概念 ， 并 得 到 
各 全 局 定律 的 主 平衡 方程 (对 篇 说 是 一 个 不 等 式 )。 对 于 面 通 
量 自 然 引 起 了 应 力 张 量 、 热 量 矢 量 和 焙 通 量 矢 量 的 概念 ， 而 
AKU KJ. RMA. E 2.4 节 中 导出 在 横扫 物 
体 的 任何 间断 面 上 的 局 部 平衡 定律 、 粹 不 等 式 和 有 关 的 跳跃 
条 件 。 对 这 些 定律 既 给 出 空间 形式 ,也 给 出 物质 形式 。2.5 节 
用 二 次 曲面 简单 讨论 一 点 处 的 应 力 状态 ， 并 引进 应力 不 变 
量 。 有些 物质 (材料 ) 的 反应 依赖 于 应 力 的 变 率 ， 研 究 这 种 物 
质 时 重要 的 是 应 力 通 量 ， 这 在 2.6 E, 

对 于 非 简单 物质 (例如 ， 极 化 介质 ， 非 局 部 理论 )， 必 须 
把 面 通 量 (应 力 、 热 量 、 入 等 ) 的 概念 推广 以 包括 其 他 局 部 或 
非 局 部 的 量度 ， 但 是 这 章 所 建立 的 思想 对 于 这 种 推广 是 必 不 
可 少 的 。 其实 对 这 类 更 普遍 的 理论 说 ,全 局 定律 仍然 成 立 , 详 
见 第 三 卷 @ 的 讨论 . 

Q) 详 注 balance， 亦 吕 译 为 "均衡 "， 以 区 别 于 equilibrium。 

@ E HBU, EREA BS I Fa tE DA 
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2.2 全 局 平衡 定律 


在 连续 统 物理 中 以 下 八 个 平衡 定律 作为 公设 成 立 ， 不管 
物质 的 构成 和 几何 形状 如 何 : 

G) 质量 守恒 ， 

Gi) 动量 平衡 ， 

(iii) 动量 矩 平衡 ， 

Gv) 能 量 守 伍 ， 

(v) ARER, 

(vi) 电荷 守恒 ， 

(vii) 法 拉 第 定律 ， 

(viii) 安培 定律 。 
对 于 其 电磁 效应 不 重要 的 力学 介质 ， 不 妨 不 考虑 最 后 三 个 定 
WO0, 通常 ,定律 (iv) 和 (v) 的 研究 是 热力 学 的 主题 。 下 面 我 
们 先 把 前 五 个 定律 列 为 公设 ， 而 把 对 (iv) 和 (v) 的 补充 讨论 
延迟 到 第 三 卷 中 @。 

平衡 定律 的 适用 范围 受到 相对 论 性 速度 和 尺寸 以 及 量子 
力学 现象 的 限制 。 对 于 接近 真空 中 光速 (狭义 相对 论 ) 的 物质 
速度 ， 这 些 定律 要 加 以 修正 。 另 外 ， 对 于 巨大 的 星际 距离 ， 
必须 考虑 空间 的 曲率 (广义 相对 论 ) 。 对 于 原子 现象 和 核 现 
象 ,其 中 重要 的 是 量子 力学 现象 ,也 要 对 这 些 定律 作 大 修改 。 

基本 公理 (i) (质量 守恒 定律 ) 物体 总 质量 在 运动 中 不 
变 ， 


Q 原 注 ”有 关 电 磁 定 律 以 及 电磁 效应 与 可 变形 体 相 互 作 用 的 详 
细 讨 论 ， 参 见 本 从 书 第 十 四 分 册 。 
@ 译注 见 前 页 注 。 
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在 连续 统 物 理 中 ,假设 存在 着 一 个 连续 的 质量 量度 (质量 
密度 )o, 因而 物体 总 质量 为 
(2,2,1) M= |y Pdv, 0<p<co 
其 中 积分 在 物体 的 物质 体积 % 上 进行 。 
质量 守恒 律 说 ， 物 体 的 起 始 总 质量 等 于 任何 其 他 时 刻 物 
体 总 质量 ， 即 
(2.2.2) fyer = fy Pdo 
采用 变换 规律 do = JdV 后 ， 上 式 可 写 为 
(2,2,3) f yP -ehar = 0 
另 一 种 办 法 是 ， 对 (2,2,2) 取 物质 导数 得 
D 
(2.2.4) Hr fy Pdo =0 


无 论 (2.2.3) 还 是 (2.2,4) 都 表达 质量 守恒 律 。 
基本 公理 (ii) (动量 平衡 定律 ) ”动量 的 时 间 变 率 等 于 


oes 


(2.2.5) -1 fyPvdv=F 
其 中 左 端 是 物体 总 动量 的 时 间 变 率 。 作 用 于 物体 上 的 力 包括 
体力 (它们 由 字 宙 间 其 他 物体 的 远 距 作用 引起 ) 以 及 面 力 ( 它 
们 通过 与 其 他 物体 接触 传递 来 ) 。 在 体力 中 可 举 出 重力 和 电 
磁力 为 例 。 也 还 可 以 在 物体 上 某 些 孤立 点 p. 处 作用 有 和 集 中 
HF.. 于 是 可 写 出 


(2.2.6) F= $ Z tadas [p fpo + ZF, 
a 
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其 中 tay 代表 物体 表面 "单位 表面 积 (其 单位 法 线 为 22) 的 
面 力 密度 ， 而 了 是 单位 质量 的 体力 密度 和 注意 ton) 和 了 了 都 
是 并 和 上 + 的 函数 ， 此 外 ，tew， 还 依 束 于 法 向 矢量 动量 平 
衡 定律 为 

(2.2.7) 


g fy-Pvds = f Z tn)da + jo pfdo + >F. 
基本 公理 (iii) (动量 年 平衡 — 动量 生 的 时 间 变 素 等 于 


(2.2.8) 
a fy pp xvdv= | P X Émda 


+ 22 x fdo + > (p. XF, +M.) 


其 中 左 端 是 对 原点 总 动量 矩 的 时 间 变 率 。 右 端 第 一 个 积分 是 


ED 


积分 是 体力 对 原点 的 总 力矩 . 求 和 符号 下 第 一 项 给 出 孤立 力 
F a 的 矩 ,而 慌 。 代 表 可 能 在 孤立 点 处 作用 的 集中 力 偶 。 
基本 公理 (iv) (能 量 守恒 ) HEN 与 内 能 如 总和 的 


DO 


或 离开 物体 所 有 其 他 能 量 2 的 总 和 。 数 学 形式 是 


D = Ç oN. 
(2.2.9) Di CH +#)=% + > Ka 
O BR 指 面 力 密度 是 单位 表面 体 的 面 力 ， 而 体力 密度 是 单 位 
质量 的 体力 . 
D 译注 照 作 者 另 一 著作 (Eringen 1962，95 页 ) 解 释 ， 下面 E 
引力 就 是 上 文中 的 耐力 密度 t(n)， 
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在 连续 统 物理 中 假设 存在 着 内 能 密度 e, BH 


(2.2.10) E = {ypedo 
物体 的 总 动能 是 

(2.2.11) S= +Í; Pv » vdv 
体 载荷 和 面 载荷 的 功率 8 等 于 

(2.2.12) 


y = j tn » pdo + Í f + vdv 


£ >, *b M, Oa) 
其 中 eo, 是 pa 点 处 的 角速度 。 进入 或 离开 物体 的 其 他 能 量 
中 ， 可 能 有 热能 、 电 磁 能 、 化 学 能 ， 或 其 他 能 源 。 这 里 我 们 
只 考虑 热能 。 输 入 的 热能 包括 经 过 表面 < 进入 物体 的 热 流 
(由 单位 面积 热量 矢量 q 代表 ) 以 及 分 布 在 体内 的 热源 所 供 
应 的 能 (单位 质量 供应 能 量 率 即 体 密 度 为 h). FÆ 
〈2.2.13) 


S 2. = f eq: das | — phdo + XH. 


其 中 Ha 代表 在 P。 点 处 孤立 热源 ,热量 矢量 9 与 热 通 量 指 
向 相反 。 


@ 译注 原文 是 “能 量 ”。 

© 译注 ”此 馈 按 作者 另 一 营 作 (Eringen 1062; 113 页 ) 改 写 。 
文 是 “热能 包括 热 其 9 AHA i Eh” 。 又 (2.2.13) 式 左 端 原 中 
U, =Q. 
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于 是 能 量 平 衡 定律 (2.2.9) 成 为 @ 
(2.2.14) 


D Las STA š . 

-Di Í (+o n)do= $ Z (teo t +g ° n)da 
+ fyf ev+Phdo+ Y (Fa Va 
+M, Oat Ha) 


SERAN ATEN TAHMIN 


+ + + Ua Or w w ee O + ee 6 


(2,2.15) =(DH/Dh - B- f 5 * da>0 


其 中 这 样 定义 的 三 称 为 总 炉 产 量 ( 产 率 ) (total entropy pro- 
duction), 在 连续 统 物理 中 ， 假设 精密 度 7 RURE BE b Gk 
单位 质量 计 ) 都 存在 ， 即 


(2.2,16) H = Í endo, 
B= J y Pdo + >B, 


其 中 B. KE3COYASASYEHEE. THB E ERyIROS 
(2.2.17) r= /yondo j da 


- f y- Pbdv - 58.>0 


Q 译注 原文 (2.2.14) 式 漏 脱 最 后 一 项 ru。 
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以 上 各 定律 作为 公设 认为 对 所 有 物体 成 立 ， 不 论 物 体 的 
性 质 、 它 的 几何 形状 和 构成 如 何 。 它 们 对 亡 有 物理 现象 的 讨 
论 是 基本 的 .为 了 得 到 局 部 的 方程 ， 还 要 附加 的 限制 。 这些 
在 以 下 各 节 给 出 。 


2.3 局 部 平衡 的 主 定律 


积分 定理 (1.14.18) 对 推导 局 部 平衡 定律 是 基本 的 ,我 们 
看 到 ， 在 没有 孤立 效应 D 时 ， 平 衡 定律 (让) 到 (iv) 都 具有 GO. 
14.16) 的 形式 ， 即 

D 
aD Bfy otd- or da 


-fy -vod=o 


M8AS3E5Q (2.2.17) 在 B, = 0 时 也 有 这 一 形式 ， 只 是 等 号 = 
改 为 宇 。 有 了 这 样 的 理解 后 ， 可 以 得 到 普遍 的 平衡 方程 (1， 
14.18); 

(2.3.2) 


S-o [98/9D + div go) — div r -gldo 
+ f te —u)-T] ° nda = 0@ 


为 推导 局 部 平衡 律 ， 还 要 附加 一 条 公设 . 
局 部 性 公设 。” 主 平衡 律 (2,3.2) 对 物体 每 一 部 分 成 立 。 


aha, $š 3280138380. 
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这 意思 是 ,全 局 平衡 律 对 物体 每 一 个 体积 元 成 立 。 于 在 ， 
BIRN -0, S -0 和 0 可 以 用 任何 小 体积 vEXY"， 曲 面 
5E57 Ao’ Eo 所 代 赫 ， 而 各 平衡 律 仍然 成 立 。 这 是 一 个 很 
强 的 假设 .这 个 过 程 将 叫做 局 部 化 ©. 

现 对 (2.3.1) 和 (2.3.2) 作 局 部 化 。 考 虑 一 个 小 四 面 体 ， 
其 体积 为 Jo， 它 的 三 个 Hi 
位 于 坐标 曲面 上 ， 面 积 矢 量 
为 Jexs， 而 第 四 个 面 的 面积 
矢量 是 Ja， 其 外 向 单位 法 
RH n (图 2.3,1)。 在 极限 
中 ， 当 四 面体 收缩 成 零 ， 面 
积 矢 量 Ja 的 极限 da 等 于 
坐标 曲面 上 极限 面积 矢量 
da, 之 和 ， 因 而 

(2.3.3) 
da = nda = da,g" 


2.3.1 近 表 面 处 的 小 四 面体 


由 此 得 出 
(2.3.4) da,=n,da, da*=n*da 


B- z È T ERA Ja, ER, ro 为 T 在 Ja k 
的 值 。 对 这 个 四 面体 写 出 (2,3.1) 式 并 采用 中 值 定 理 。 于 是 


x * * 
有 -B ao + da, = teo da -9A0=0 


@ 原 注 注意 ， 对 非 局 部 理论 要 废除 这 一 公设 而 只 设 全 局 平 f 
律 成 立 。 但 这 情形 中 局 部 化 仍 是 可 能 的 ， 只 是 局 部 定律 中 含有 所 谓 
局 部 化 残 量 .。 见 Eringen， 1972 a, b,c, Eringen 和 | Edelen , 1972. 
CUEBRE RE “应 为 第 四 卷 ， 译 为 本 丛书 第 十 六 ;十 七 分 册 )， 
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JURA M 3 J 的 菜 一 点 处 的 $ 和 9 fü, TR Teo 分 别 是 
a 和 Ja 中 某 些 点 处 <" 和 ze) 的 值 。 在 极限 中 当 .To->0 
时 ，Lv/LJa>0, ERAH 


x#da, = Ta)da 
利用 (2.3.4) 我 们 有 
(2.3.5) Tm) = tën, 
因为 v x] n 是 独立 的 由 上 式 可 得 
(2.3.6) T(-n)= - T(n) 


这 就 证 明了 下 列 定理 . 
定理 1 _ 作 用 于 素面 的 声 T 是 表面 外 单位 法 线 的 线性 


. + OO 


so oa o oo 0e o- o °. 


其 次 将 (2， 3.5) 代 入 (2.3， 2) 并 对 它 局 部 化 ， 因为 它 必须 
对 物体 每 一 部 分 成 立 我 们 一 定 有 
(2:8:7) 
CLES PIYE A 
Dr tI (óg*u"),, 
-gÈ n -g=0 (在 or -co 内 )@ 
(2.3.8) TØ- 1) ~ tn =0 (在 o 上 ) 


在 (2,3.7) 中 第 二 和 第 三 项 分 别 是 $v 和 T 散 度 的 表达 式 ( 参 
见 第 一 分 册 ，2.6 节 )。 这 些 是 局 部 平衡 定律 的 主 方程 ，(2， 


@ 译注 〈2.3.7) 式 中 县 后 一 个 g 和 前 四 个 g 的 意义 不 同 。 


97 


3.7) 式 是 场 方程 而 (2.3.8) 是 相伴 随 的 跳跃 条 件 。 各 别 的 平 
衡 定律 都 可 以 从 (2,.3.5) 到 (2,3.8) 中 推导 出 来 。 导 出 炳 不 等 
式 时 等 号 应 换 成 之 。 

在 某 些 问题 中 平衡 方程 采用 物质 描述 较 方便 ,为 了 表达 
正在 变形 中 物体 的 边界 条 件 ， 我 们 必须 知道 物体 表面 占据 的 
地 位 。 一般 说 来 ， 在 空间 描述 法 中 ,这 在 刚 着 手 时 是 未 知 的 ， 
它 必 须 作 为 场 方程 解 的 一 部 分 来 确定 。 问 题 又 是 非 线性 的 ， 
这 件 事 就 不 易 办 到 .但 是 ， 如 果 场 方程 是 在 物质 标 架 中 表达 
出 来 的 ， 这 个 问题 就 可 以 回避 了 ， 因 为 通常 物体 骨 面 的 初始 
位 置 是 已 知 的 。 记 以 ， 在 物质 标 架 中 表达 局 部 平衡 定律 ， 边 
界 条 件 可 以 大 为 简化 。 可 是 在 这 种 情况 中 微分 方程 形式 可 能 
更 为 复杂 ， 

为 了 得 出 (2.3.7) 和 (2.3.8) 的 物质 形式 ,将 (2.3.1) 中 体 
积分 和 面积 分 转变 成 未 变形 体 中 的 体积 分 和 面积 分 利用 
(1.8.6) 和 (1.8.10) 这 是 可 以 做 到 的 。 于 是 有 


(2.3.9) 
Bly WV -fs y "ads 
-fy 59d =0 


HEr NS 是 未 变形 物体 的 体积 和 表面 ， 王 是 在 未 变形 体 
中 的 上 映 象 ， 而 


(2.3.10) gm *=JXE*E,,x* 


和 (2.3.2) 相 仿 ，(2.3.9) 式 再 家 雪 二 这 
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(2 ,S7112 


fy- [PHZ -eitra hr 


+ {sl Vr -v5) - 7 FINdA=0 


局 部 化 的 结果 是 
(2.3.12) 


š 2% 
PUD GHGEFR),:- 1-0 GEV- Zi 


(2.3.13) [JVE -v") ~- ZF]NK=0 (在 3 上 ) 
类 似 于 (2.3,5) 到 (2.3.9)， 我 们 也 可 推导 出 
(2.3.14) S N = FN. 


上 式 给 出 外 单位 法 线 为 六 的 物质 面 上 的 场 .2CN)， 用 在 坐 
标 面 上 的 场 TE 表达 出 来 ,这 些 结果 可 叙述 为 以 下 定理 。 
定理 2 — 场 $ 的 局 部 平衡 的 必 机 县 芭 分 条 件 是 ;在 空 
间 参 照 架 中 的 (2,3.7) 和 (2.3.8) 式 ， RAURA RR N 
(2.3.12) 和 (2.3.13) 式 。 


以 下 我 们 运用 这 些 结果 导出 各 别 的 平衡 定律 。 


2.4 局 部 平衡 定律 


2.4.1 质量 守恒 
质量 守恒 的 全 局 方程 由 《2.2.3) 和 (2.2.4) 中 任 一 个 表 
示 ， 即 


(2.4.1) fy sp -pl dr=0 


(2.4.2) pdv =0 


Placu 


比较 (2.4.2) 和 (2.3.1) 我 们 认 出 g=pP,T=0,9=0,. F 
是 按 (2.3.7) 和 (2.3.8),(2.4.2) 的 局 部 形式 是 


(2.4.3) CƏp/ƏD + JË) =O ES ~c 内 ) 
low- )]n = 0 Æo E) 
它们 可 写成 其 他 的 形式 ， 利 用 
(2.4.4) TEn = ia 
得 出 


(2.4.5) (Əp/9D + (put); = 0 (#E% -a 内 ) 
(2.4。6) {Pl vy*)]n=0 (在 rc 上 ) 


(2,4.5) 的 另 一 个 有 用 形式 是 


D = 
(2.4.7) -pr 2%) =0 


物质 描述 的 形式 由 (2,3,12) 得 出 , 它 是 显 见 的 形式 p。 = 0。 通 
常 (2.4,.7) 的 积分 在 物质 形式 中 有 用 ， 按 照 (2.4.1) 它 是 
(2.4.8) Po-PJ=0 或 Pe =Po)? 


所 有 这 些 都 是 局 部 质量 守恒 各 种 形式 的 表达 式 ， 也 证 实 
了 以 下 定理 : 
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定理 1 ”质量 局 部 守恒 当 且 仅 当 (2.4.5) 和 (2.4.6) 成 
立 ， 亦 即 (2.4.7) 或 (2.4.8) 和 (2.4.6) 成 立 。 
2.4.2 动量 平衡 
动量 全 局 平衡 律 由 (2.2.7) 给 出 , 设 五 <=0 且 间断 面 c 扫 
过 物体 ， 其 速度 为 u， 它 成 为 
(2.4.9) 


(d/d) f y- _ ¿pudo - fy _ ot da 


-jy -oPfdo=0 


将 它 和 主 平衡 律 (2.3.1) 比 较 可 以 认 出 $= pu, r = tn) 和 9= 
pfo, 于 是 从 (2,3,5) 可 得 


(2.4.10) ten) = E*n 


PERAIRE. CNELRA E 0038 引力 。 由 此 
我 们 有 第 一 个 结果 


(2.411) t(-n)= 一 tn) 


于 是 得 下 列 定理 : 


OECTA 


数 ， 同 一 面 两 侧 所 受 牵 引力 相等 且 反 向 。 


ERR IARRI ARAETA FAS 
定律 有 时 说 成 为 作用 等 于 反作用 。 


如 现在 对 (2.4.9) 局 部 化 ， 则 按照 (2.3.7) 和 (2.3.8), 我 


@ 译注 这 里 的 意思 是 ， 标 量 $ 用 矢量 pv 的 分 量 代替 ， 标 量 
1 + da JARE tda 的 分 量 代 蔡 ， 信 用 pf WARRE. 
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们 得 
(2.4.12) 
a(oob)/at+g 二 CgipouD a- 9È CE) pa- pf =0 
EV — o J) 
[Pv (ot ~ vt) — tln 0 (在 o 上) 


作出 (2.4.12), 中 前 两 项 中 所 示 微 分 ， 并 利用 (2.4.5)， 可 得 


(2.4.13) JË) +S -a)=0 (在 Y -co 内 ) 
(2,4.14) [Pv -v*)- t In=0 (在 co 上) 

其 中 a 是 加 速度 矢量 ， 其 定义 为 
(2.4.15) a=v= (00/91) +, 0“ 


这 些 是 局 部 动量 平衡 方程 。(2.4.13) 式 是 场 方程 而 (2.4.14) 
是 相伴 随 的 跳跃 条 件 。 
方程 (2.4.13) 和 (2.4.14) 的 物质 形式 可 从 (2.3.12》 和 
(2.3.13) 得 出 
(2.4.16) 


G Mohn, +o (f -a)=0 (在 V- ZWÑ) 
(2.4.17) 
Low (VE - v") -TEJNa=0 EEK) 


其 中 Tx E SPX = X (a: t) 处 未 变形 面积 d4r TE 2 Bb f 
应 力 矢 量 ,而 N 是 d4 的 外 单位 法 线 . 按照 (2.3.10) 我 们 有 
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人 


这 些 结果 可 以 叙述 为 
定理 3 妃 质 量 局 部 守恒 时 ， DOT ARA LEA 


frere 
局 部 平衡 方程 可 以 用 分 量 形式 写 出 ， 为 此 引进 应 力 张 量 
的 概念 。 
定义 应力 张 量 f 是 作用 于 第 4 个 从 标本 下 侧 的 应力 
矢量 如 的 第 1 个 分 量 ; 


(2.4.19) t=tug' 


这 里 fa 的 第 一 个 指标 指出 t, 属于 哪 一 个 面 ， 它 的 第 二 个 指 
标 说 明 分 量 的 方向 。 例 如 5, 是 的 x! 分量, 而 ts 作用 于 
坐标 面 党 = 常量、 如果 坐标 曲面 x° = 常量 的 外 法 线 和 坐标 
曲线 的 正 向 相交 成 锐角 ， 则 约定 ta 的 正 向 与 坐标 的 正 向 相 
同 。 如 果 外 法 线 和 x° 正 坐 标 曲 线 夹 角 大 于 90°, 则 ,的 正 分 
量 指向 负 坐 标 方向 。 在 图 2.4.1 中 表示 出 长 方 六 面体 各 面 上 
ta 的 正 向 。 空 间 坐 标 系 是 直角 的 。 为 了 不 使 图 太 拥挤 ,只 画 
出 两 对 平行 面 上 的 应 力 分 量 。 分 量 bo bs 和 tss 称 为 法 向 应 
力 ， 而 混合 分 量 如 ts 6a: 等 则 称 为 剪 切 应 力 。 AES i 
以 排列 成 矩阵 形式 


| ta ha ts) 
(2.4.20) Itall=| ta Í ta | 
ta ts tss | 

因为 ta 是 一 绝对 张 量 ， 采 用 升 标 和 降 标 可 以 得 到 混合 
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x 


图 2,4.1 应 力 张 量 
IEH frs 妃 ， 以 及 道 变 张 量 大 ， 


(2.4.21) tag "tm l = gm 


kmg t km 
m 


t= git, = g = gg" tmn 


以 这 些 代 入 (2.4,19) 并 将 结果 代入 (2.4.10), 我 们 得 到 
应 力 矢 量 和 牵引 力 : 


《2.4.22) f. = ta D'E tg, t = ttg, =t"0' 
tm = tang! = tn, g' = tengi = tng, 


如 将 (2.4.22): 代 入 (2.4.13) 和 (2.4.14) ,利用 (2.4.4) 和 


(2.4.23) rsm= | gr 
kmj) 
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我 们 得 (2.4.13) 和 (2.4.14) 的 分 量 形 式 ， 


(2.4.24) tte -a0 (在 YY -o 内 ) 
(2.4.25) [Pu =v") -t Jn = 0 (在 CE 上) 


其 中 加 速度 a' 由 


(2.4.26) a! = (Bu! /3t) + ut; 0” 


动 第 一 定律。 

柯 西 运动 方程 的 物质 形式 可 从 (2.4.16) 和 (2.4.17) 得 出 。 我 
们 先 引 进 皮 奥 拉 - 基 尔 霍 夫 伪 应 力 (Piolo-KirchpoHy pseudo- 
stress) TE! 如下， 

令 


(2.4.7) T" =T"'g, = TEtx!,, g, 
利用 (2,4.18) 和 (2.4.22), 求 得 


(2.4.28) TSX tS 
TEL =TEX "i p = JX, Xt t" 


当 这 些 代入 (2.4.16) 和 (2.4.17)， 得 
(2.4.29) TE*,g+Po(f*-a*)=0 ŒV- EÑ) 
(2.4.30) [PVE -px) -TENVr=0 (在 上 ) 


冒号 (: ) 紧 接 的 下 标 表 示 对 双 点 张 量 场 卫 必 求全 协 变 Sh 数 ， 


(参见 第 一 分 册 ，3.5 节 ), 例 如， 
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(2.4.31) 


Aa mata Yl. A Aaa] JA aha 
M Im 
WAAT sTAX), rL T Er, = 0, (2.4.29) 展开 成 为 
(2.4.32) 
k L 
Ts Tel Jar Ted f l paeta =0 


于 以 在 边界 条 件 比 较 简单 的 参照 架 里 ， 微 分 方程 则 可 能 更 复 
杂 了 。 
2.4.5 动量 矩 平衡 
设 物 体 % + s 有 一 间断 面 o 扫 过 ， 且 Fs。=0, M.=0, 
tn 用 它 的 值 (2.4.10) 代 入 后 ， 全 局 动量 矩 平衡 方程 是 
(2.4.33) 


{yo pxvdo- $ ¿ _ ¿px tda 
-f_o px fdo=0 
上 式 与 (2.3.1) 相 比较 ， 可 认 出 @ 
ġ=Ppxv t=pxt g= ppx f 
局 部 化 形式 (2.3.7) 和 (2.3.8) 现 在 成 为 


9(PP XV) y Èe k 
Pr +g °(g°Dpxtu),, 


@ 译注 这 里 “= "是 “代表 "的 意思 ， 见 前 段 2.4.2(gl 
应 的 译注 (191 页 )。 
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g S(g°pxtS, -ppxf =0 
EY -0 内 ) 
[Epxv(u"-v*)-pxt*]n=0 (HECE) 


作出 (2.4.34) 中 所 示 微 分 运算 ， 得 到 


(2.4.34) 


9p 1 È pk :: 
pxe[ oi t E oa]. px [Pa f) 


EOL PELE 
上 式 前 两 项 等 于 零 ， 因 为 局 部 质量 守恒 方程 (2.4.3) 和 局 部 
动量 平衡 方程 (2.4.13) 成 立 。 又 因 P,xe=9gx， 我 们 得 


(2.4.35) gxt =0 


BREKJyF2(2.4.34). WETU, BMH. Rr, 
且 位 置 矢 量 假设 是 连续 的 ， 否 则 物质 (材料 ) 中 将 有 断裂 


或 位 错 . 
如 如 用 (2.4.22) 代 替 ，(2.4.35) 给 出 
(2.4.36) mia t 


于 是 我 们 证 明了 柯 西 运动 第 二 定律 : 


定理 4 RE PE USER ET n, 3 R: 


+ e e e o o oo e o + s o o oe 


ee 80 55 7 * + 


ORE 在 第 三 卷 (译注 “应 为 第 四 卷 , 即 本 丛书 第 十 五 到 十 七 分 
册 ) 将 看 到 ， 这 个 结果 对 物质 点 不 能 负担 力 偶 的 简单 物质 是 正确 的 . 对 
于 更 复杂 的 介质 ， 动 量 矩 定律 要 作 修 正 以 便 包括 有 结构 的 物质 其 中 物 
质点 可 以 戏 予 内 部 结构 ， 有 具有 负担 高 阶 矩 《诸如 应 力 偶 couple stress 
等 ) 的 能 力 ， 
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在 物质 描述 法 中 ， 容 易 看 到 结果 (2,4.36) 等 价 于 
(9246537) Tsee ET TT 
由 (2,4.28) 解 出 1*!， 得 
(2.4.38) =J ixt pT =J ix, xl T EL 


以 此 直接 代入 (2.4.36) 即 得 (2.4.37) 。 
2.4.4 能 量 守恒 
如 不 考虑 孤立 能 源 ， 带 间断 面 c 的 物体 Z +< 上 全 局 
能 量 平 衡 的 形式 (参见 2.2.14) 为 
(2.4.39) 


B Syot 2 Pv ,jd 
-f_o t s p+ qu, da 
-fyo Pf w+ph)du=0 


这 式 和 (2.3,1) 相 比较 ， 认 别 出 


4= oe+ 半 po，u， w=t +q, g= Df .vtph 


现 可 按照 (2.3.7) 和 (2.3.8) 的 方式 进行 局 部 化 ， 即 
(2.4.40) 


(3/at)(os + 二 pv .e) 


-2 
+g r g?(pe + 2 pv bjn 


108 


k. ku. 
— g “LPE evt a), 
- (Pf -u+ph)=0 HY -内 ) 


+ ç hu SSS. P 
[( os+ 1 pv s) b) t. b 


—q'l=0 (在 co 上) 


完成 (2.4.40), 中 所 示 微 分 运算 并 利用 连续 性 方程 DO (2.4.3) 
和 局 部 动量 平衡 式 (2.4.12)，(2.4.40) 可 以 大 为 简化 。 结 果 
是 

(2.4.41) pe- 在 ,or-g5x-ph=0 (ES -0 内) 


L Pv ° v)o — x) 


(2.4.42) (( ee + 
-t ,vw -gn.=0 (Eco E) 

用 分 量 记号 (2.4.41) 也 可 写 为 

(2.4,43) D£€- Wie- g- Dh=0 (在 or -ca 内 ) 


在 (2.4.41) 和 (2.4.42) 中 利用 (2.4.8) 和 (2.4.18):, 容 
易 得 到 这 些 方 程 的 物质 形式 ， 它 们 是 


(2.4.44) De-Tk or-Qxixr-poh=0 GEV- XW) 
(2.4.45) (Pett pw bj -we) 
- T" -v-Q"IN=0 (在 0 内 ) 


© 译注 ED 质量 守恒 方 Pi, 


其 中 已 按照 (1.3.9) 写 出 (J X,.) :fk= 0 并 引进 
(2,4.46) Qr*=JX,,q* 


这 些 结果 可 以 叙述 为 
定理 5 PENRI OMETI E MESNE 


站 


. . 


(2.4. DAO í; ono 

方程 (2.4.41 ) 或 (2.4.44) 说 明 这 样 的 物理 事实 ， 即 内 能 
的 变化 pe 是 由 于 应 力 功率 OQ vse ( 即 单位 时 间 应 力 的 功 )， 
热量 流 gw%， 以 及 热量 源 Ph。 

2.4.5 炳 不 等 式 

BEL L Ba = 0, 带 间 断面 o 的 Z + ç 上 全 局 
APERON S 

(2.4.27) 


pdv — “da 


D 
i fy o° 
-fy -o Podo>0 
上 式 与 (2,3.1) 相 比较 ， 揭 示 出 
#= on, t=, g=Pb 


由 此 从 (2.3.7) 和 (2.3.8) 即 得 (2.4.47) 的 局 部 化 形式 ,其 中 
FERR, HB 
(2.4.48) 


aw a 
(Ə/ƏbD (en) + g EC pngtor),, = ECIS) pa- pb>0 
EY -0o ) 
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[opn(o“—x)-st]n220 (jEc E) 

完成 所 示 征 分 并 用 (2.4.3), 得 

(2.4.49) P-n -Pb0 (在 XY -cc 内) 
(2.4.50) (PAW =v") -sj 人 0 (j#Ec E) 
这 些 不 等 式 的 物质 形式 很 易 得 到 ， 写 出 p= poy-: 并 引进 
(2.4.51) SE=JX Es" 
AA J>0,44 

(2.4.52) Po7 -Si -Oob>0 EV- 3H) 


(2.4.53), [PN(VE-yE) -SEIN >0 (EX. EF) 


这 些 结果 可 表述 为 
Fue i ass (热力 学 第 二 定律 》 不 被 韦 


CO 
see 7. 


ee 


到 此 为 上 我 们 没有 说 起 ， só 的 任何 性 质 。 有 关 这 些 和 
连续 统 热 力学 的 论 论 将 在 第 三 章 中 给 出 。 


2.5 应 力 二 次 曲面 ”应力 不 变量 


设 曲 面 s 上 一 点 处 外 法 线 为 4， 应 力 矢量 t 的 法 向 
分 量 和 为 ( 见 图 2,5,1) 
(2,5.1) A = ¿au ensin n 
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对 于 固定 的 六 ， 如 果 改 变 曲面 
s 的 方位 21?， 则 应 力 张 量 将 按 
H (2.5.1) 作 变化 。 这 是 一 个 
二 次 曲面 的 方程 ， 这 曲面 称 为 
本 因为 大 


ee 


gum*n!=1 


图 2.5,1 法 向 和 切 向 牵引 力 


应 力 张 量 既 然 是 对 称 的 ， 我 们 
看 到 在 柯 西 应 力 二 次 曲面 和 柯 西 应 变 二 次 曲面 中 之 间 ， 有 一 
个 完全 的 对 应 关系 。 内 此 我 们 可 以 把 1.6 节 的 主要 结果 搬移 
过 来 ， 

(1) 存在 至 少 三 = 个 且 一 般 是 三 个 应 力主 方向 ， 

(2) 有 三 个 主 应 力 t。(4=1, 2, 3), 它们 作用 于 主 平面 
Ë? 

(3) 在 主 平面 上 前 切 应 力 为 零 ， 法 向 应 力 取得 驻 值 。 

(4) 存在 三 个 独立 的 应 力 不 变 量 。 这 些 不 变量 的 形式 与 
应 变 不 变量 的 相同 ， 只 是 所 有 的 C$ 和 C, 现在 分 别 改 为 可 
Mta. 

如 果 主 应 力 中 两 个 等 于 零 ， 应 力 状态 称 为 是 单 轴 的 ; 如 果 
主 应 力 中 一 个 等 于 零 ， 应 力 状 态 是 平面 或 双 轴 的 ; 如 果 都 不 等 
于 零 ,应 力 状 态 是 三 轴 的 ， 如 在 平面 应 力 中 两 个 主 应 力 大 小 相 
等 但 正 负 号 相反 ， 应 力 状态 称 为 简单 剪 切 ,因为 在 这 情形 中 ， 

O 译注 应 变 二 次 曲面 即 1.5 区 所 说 应 变 般 球面 ， 但 应 力 二 次 
dhii A EJE Ri ERM o 
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在 主 应 力 平 面 的 平分 平面 上 法 向 应 力 等 于 零 . 在 直角 坐标 
中 ， 简 单 剪 切 因 而 可 以 用 形式 为 


0 twy 0 
(2.5.3) lliall=1 tew 0 0} 
0 0 O | 


的 矩阵 来 表示 。 最 后 ， 类 似 于 1.6 节 中 定理 5 的 证 明 ， 可 以 
证 明 : 
定理 1 uA ETEO t 分 平面 


CC 
CC CO 


+ + f + w 6 66 a f s 6 + 


2.6 应 力 通 量 
实验 表明 ， 某 些 物质 (材料 ) 的 动态 性 能 依赖 于 应 力 的 时 
间 变 率 。 可是， 用 
(2.6.1) P= D/Dt 


所 定义 的 应 力 率 并 不 能 用 作 一 个 客观 的 变量 ， 因 为 在 空间 参 
照 架 作 刚性 转动 时 应 力 率 不 是 独立 的 、 必 须 引 进 一 个 新 的 张 
量 ， 它 与 应 力 率 有 关 ， 但 又 没有 上 述 缺 陷 。 为 此 可 采用 获得 
里 夫 林 - 爱 里 克 森 张 量 相仿 的 方式 ,利用 


(2.6.2) (do)? = tadx*dx' 
的 物质 时 率 。 例 如 ， 


Dido), IU = tadv dx! + haut dat dx" + tadxtol, dx" 
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其 中 用 了 (1.10.12)。 上 式 可 写成 


(2.6.3) Dido?) /dt = fidx*dxt 
其 中 fa 称 为 应 力 通 量 ,其 定义 为 
(2.6.4) Pæt ttio ation 


从 (2.6.3) 的 组 成 显 见 上 在 空间 参照 架 作 刚性 运动 时 是 
不 变 的 。 对 (2.6.3) 取 更 高 阶 的 物质 导数 可 以 得 到 更 高 阶 的 
应 力 通 量 ， 所 得 的 结果 方程 类 似 于 1.10 节 中 所 得 者 。 

不 幸 的 是 ， 应 力 通 量 在 空间 参照 架 刚 性 运动 中 具有 不 变 
性 这 一 判 据 不 适合 以 唯一 的 方式 引进 应 力 通 量 ， 还 存在 着 许 
多 同样 适宜 的 形式 . 比如， 采用 

(2.6.5) TEL =JXE Xt, t 


就 可 以 引进 其 他 的 形式 .这 个 张 量 的 物质 导数 ， 根 据 (1 .10。 
14) 和 (1.10.19)， 可 以 写成 为 


(2.6.6) Taal IKE Xu, fe 
其 中 
(2.6.7) mf Pub, +o, — tor, 


ERM (2.6.4) 相差 右 端 最 后 一 项 。 其 他 形式 是 可 能 的 。 其 
实 我 们 总 可 以 在 (2.6.7) 的 右 端 加 上 含有 +'d. 的 项 以 得 
到 应 力 通 量 的 新 表达 式 ， 因 为 这 -项 在 刚性 转动 下 是 不 恋 
的 .于 是 以 下 记 有 形式 都 要 用 作为 应 力 通 殿 ， 


{14 


(2.6.8) 
fa = Pa y tun + a! 
ñ= a tuti = Pu, 
P= a + Unt 


t= +t tfu" i tu'r 


。 还 可 能 有 其 他 的 方式 ， 
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第 三 章 ”连续 统 热 力学 
3. 1 本 章 的 范围 


本 章 涉及 连续 统 热力 学 的 讨论 . 热力 学 涉及 能 量 平衡 和 
和 炉 不 等 式 所 引起 的 对 物体 反应 的 限制 没有 这 种 限制 ， 用 数 
学 表征 的 理想 物体 也 许 不 代表 真实 的 物体 ， 所 预测 的 反应 可 
能 不 真实 。 在 3,2 节 中 介绍 了 热学 力学 过 程 和 热力 学 过 程 ， 
并 表述 了 物质 的 反应 . 在 3.3 节 中 推导 了 能 量 平 衡 和 焙 不 等 
式 的 各 种 形式 。 自 3.4 节 开 始 ， 我 们 探讨 局 部 箭 不 等 式 所 引 
起 对 各 类 物质 的 限制 。 在 3.5 节 所 讨论 受 这 些 限 制 的 过 程 可 
能 有 时 不 连续 ,因此 ,引进 两 个 概念 : 局 部 线性 延 拓 和 常 延 拓 ， 
前 者 对 不 连续 过 程 的 讨论 是 重要 的 ， 而 后 者 对 热力 平衡 是 重 
要 的 。 有 了 这 些 工具 以 及 某 些 基本 公理 ， 在 3.6 节 讨 论 带 记 
忆 的 简单 物质 的 热力 学 ， 探 讨 了 这 些 物 质 趋 于 平衡 和 弛 列 性 
质 。 同 样 的 探讨 ， 但 更 为 详细 ， 且 对 反应 函数 采取 不 同 的 连 
续 性 要 求 ， 将 以 后 在 第 二 部 分 第 一 章 D 中 对 热 粘 弹性 物质 作 
出 。 这 里 的 目标 更 为 普遍 和 数学 化 ， 并 没有 对 热学 力学 物质 
特别 采用 合适 的 独立 变量 (如 变形 梯度 ， 温 度 以 及 温度 梯 度 
的 ， 等 等 )。 

在 3.7 和 3.8 节 讨 论 根据 翁 萨 格力 和 通 量 的 热力 学 . 

这 里 所 讲 的 连续 统 热 力学 是 不 可 逆 的 和 非 线性 的 。 它 完 


O 译注 本 从 书 第 八 分 册 第 ii. 
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全 没有 考虑 或 照顾 小 变化 、 准 平衡 过 程 、 可 道 性 等 等 ， 而 这 
些 在 经 典 热 力学 中 往往 是 模糊 和 不 确定 约 。 这 里 所 发 展 的 思 
想 犬 部 分 是 近 十 来 年 的 研究 成 果 ， 并 且 把 热力 学 放 到 和 连续 
统 力 学 其 他 部 分 同样 的 严格 水 平 ， 这 些 思想 还 要 进一步 推广 
以 概括 非 简单 物质 的 理论 (例如 混合 物理 论 和 非 局 部 EE 论 )， 
见 本 书 第 三 卷 @ 。 


3.2 热力 学 过 程 


经 典 热力 学 研究 的 是 物体 的 热学 性 质 ， 物 体 由 有 限 个 静 
止 或 均匀 运动 的 部 分 所 组 成 。 在 每 一 时 刻 对 物体 整体 指定 了 
一 个 数 @0, 称 为 温度 。 这 个 数量 测 物体 在 给 定时 刻 的 冷 热 程 
度 . 物体 的 温度 用 温度 计 或 其 他 仪器 量 测 。 实 验证 实 ， 没 有 
哪个 物体 能 够 冷却 到 低 于 某 一 个 极限 ， 如 把 这 个 极限 选 为 夫 
点 ， 则 这 样 的 温标 称 为 绝对 温标 。 于 是 我 们 把 


0>0, inf 0=0 


作为 一 个 公设 。 在 分 子 运动 论 中 ， 温 度 当 作 是 各 粒子 内 在 动 
能 在 某 种 意义 上 的 平均 值 。 如 接受 这 种 解释 ， 那 么 正 的 质量 


就 意味 着 正 的 温度 . 
在 连续 统 力学 中 , 这 启发 我 们 引进 物质 点 站 处 时 刻 + 的 
OXD MEA X 在 + 时 的 绝对 温度 。 N 


@ 译注 原著 第 三 卷 和 第 四 卷 ， 译 文 是 本 从 书 第 十 三 分 册 、 第 
十 六 分 册 ， 
@ 译注 原文 是 一 个 非 负 的 正 数 ”。 
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定义 1 一 个 热学 力学 过 程 (thermomechanical pro- 


(3.2.2) 0(X,D)220, det x*%,a( 昼 ,1)>0 


当 热 学 力学 过 程 为 已 知 时 ， 物 体 中 全 部 点 在 所 有 时 间 的 
运动 和 温度 为 已 知 。 所 以 从 原则 上 来 说 ， 通 过 2.4 节 所 推导 
的 平衡 定律 ,我 们 应 能 够 计算 出 外 载荷 和 热量 ， 或 者 反 过 来 ， 
当 外 载荷 为 已 知 时 ， 应 该 能 够 确定 相应 的 热学 力学 过 程 。 可 
异 的 是 这 两 个 计划 一 个 也 无 法 完成 ， 因 为 四 个 平衡 定律 ( 质 
量 , 动 量 \ 动 量 矩 .能量 ) 和 一 个 粮 不 等 式 含有 太 多 的 变量 (p, 
zt, 9，2，7，8).。. 这 不足 为 怪 ， 因 为 物体 的 本 性 还 没有 加 以 说 
Bj. 我 们 得 以 某 种 方式 指明 所 讨论 的 是 气体 流体. 固体 ， 还 
是 混合 物 ， 并 指明 物体 的 性 质 。 如 过 程 (3.2.1) 已 知 ,2 可 以 
出 质量 守恒 方程 决定 : 


(3。2.39 po = PCI)? 


于 是 我 从 可 以 从 我 们 的 名 单 中 取消 变量 o. ERWEE, 
<, 7， 和 8 依赖 于 物体 的 性 质 。 这 些 变量 之 间 所 存在 的 X: £ 
以 及 热学 力学 过 程 (3.2.1)， 构成 第 二 部 分 @ 第 1 章 将 讨论 
的 本 构 方程 。 那 里 的 讨论 说 明 ， 对 一 大 类 物质 ( 林 料 ) 都 成 立 
的 一 般 本 构 方程 组 的 形式 是 


@ 译注 本 丛书 第 八 分 册 。 
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《3.2.4) 


(Rt) =X 1) ,OR ,1 )] 
q(X i) = q[m(X: t) X t] 
E(X ,t) = Te, 3t) 0X’ ,1 )] 
MX pt) = TER’ t), 0X t] 
8(X t) =s[m(X',t),0(X7 t] 


其 中 t 是 一 T: 定义 在 物体 所 有 点 X 和 所 有 过 


va st pn 类 似 地 ， 
q 和 8 是 矢量 值 泛 函 ， 而 。 和 ERRAZA. BRT N, 
如 果 知 道 本 构 方 程 ， 把 它们 代入 平衡 定律 (2.4.13)，(2.4。 
36) 和 (2.4.43)， 我 们 得 到 适当 个 数 的 方程 ， 原 则 上 说 ,它们 
可 以 确定 G(X ,1300(X t). 

定义 2 ”满足 局 部 平衡 律 和 本 构 方 程 的 每 一 个 热学 力 
学 过 程 (及,t) MOX, t) Bb PAA D thermody- 
namical process). 

Bee SER A MW A 855(2.4.49). BADIA ASS 
式 进一步 限制 了 热力 学 过 程 。 

定义 3 热力 学 过 程 称 为 容许 的 ， 当 且 仅 当 它 不 违章 
炉 不 等 式 (2.4,49)。 

这 提示 我 们 ， 在 决定 了 所 有 物体 所 能 经 历 的 热力 学 过 程 

后 ， 要 对 它们 进行 检验 ， 看 它们 是 否 违背 炳 不 等 式 。 如 果 

违背 了 .就 不 要 它们 ;如 不 违背 ,就 打 个 好 分 数 并 列 入 名 单 。 


要 准备 一 张 完整 的 名 单 通常 是 不 可 能 的 ， 因 为 它 需 要 寻 出 平 
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衡 方 程 的 所 有 解 。 此 外 ， 刚 开始 时 我 们 不 知道 本 构 方程 的 形 
式 是 否 在 某 种 物理 根据 上 可 接受 . 可 以 克服 这 种 困难 的 另 一 
种 设想 是 ， 用 炳 不 等 式 这 个 容许 性 条 件 对 本 构 方程 加 以 限 
制 。 这 就 是 说 ， 我 们 对 所 有 独立 的 热力 学 过 程 检查 是 否 满足 
炉 不 等 式 以 找到 对 于 反应 泛 函 t,9,5,7 和 s 的 限制 。 这 样 一 
个 办 法 排除 了 物体 中 可 能 发 生 的 某 些 热力 学 过 程 ， 这 种 过 程 
的 反应 泛 函 @ 比 精 不 等 式 所 限制 的 那些 泛 函 更 为 普遍 。 在 这 
种 意义 上 ， 我 们 对 物体 的 性 质 加 以 限制 ， 而 不 是 对 热力 学 过 


程 限制 。 这 是 热力 学 现代 应 用 的 主要 出 发 点 . 它 将 在 以 下 各 
节 详 述 。 

当前 热力 学 还 没有 发 展 到 足以 包括 象 (3.2.4) 那样 一 般 
的 本 构 方程 。 对 局 部 理论 说 也 没有 必要 考虑 这 样 大 范围 的 问 
m. 首先， 全 部 决定 性 物理 所 根据 的 决定 性 原理 来 说 、 运 动 
和 温度 迄今 为 止 的 过 去 历史 决定 着 现在 的 反应 (参见 第 八 分 
册 ) 。 因 而 ,反应 泛 函 中 只 含有 迄今 为 止 的 历史 ， 即 


(8.2.5) (X, =EL’ pt- rt OR 1), 0T < 


此 外 ， 本 着 @ 所 讨论 的 局 部 理论 和 简单 物质 只 要 求 考虑 在 物 
J X 的 无 限 小 邻 域 的 运动 和 温度 。 这 意味 着 我 们 可 以 把 
寺中 的 宗 函 数 (ar guiment function) H £X’ „t-t )300(X 7, 
t-t) EX 处 泰勒 级 数 展开 式 中 头 两 项 代替 ， 即 


(3.2.6) tX, = fü), G ), 
O- T) Ost- v), X1 


@ 译注 原文 是 反应 函数 。 
D 译注 本 丛书 第 七 分 册 到 第 十 二 分 册 . 
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SC 8 38:h E 8 825 X 因为 不 再 是 物体 所 有 AX 
上 的 泛 函 ， 例 如 ， 我 们 写 出 


(3.2.7) (X, t-t ext- tE) 


所 有 依赖 记 忆 的 简单 物质 包括 在 (3.2.6) 形 式 的 本 构 方 程 二 
弹性 固体 ， 粘 性 流体 ， 各 种 粘 弹 性 物质 都 是 (3.2.6) 的 特 到 
情况 (参见 第 八 分 册 )。 为 了 热力 学 上 的 考虑 ， 我 们 有 时 将 把 
(LX) WEA F, W (0,0,x) 简写 为 G ， 例 如 


(3.2.8) tG) =Ë Ft(z'y, Gt(x)3 
并 且 记 住 . 下 也 作为 参数 进入 这 些 方程 


3.3 热力 学 第 一 和 第 二 定律 
热力 学 第 一 定律 是 能 量 守 便 定律 。 这 定律 的 全 局 形式 是 


(3.3.0) E+H=W + 254⁄. 


其 中 Z 是 物体 总 内 能 ,.9Y 是 总 势能 , %Y 是 外 载荷 的 能 量 〇 ， 
2 ERN, TZ "是 可 能 出 现 的 其 他 能 (例如 电磁 能 、 化 学 能 
等 )。 本 卷 @ 只 涉及 简单 物质 组 成 的 热学 力学 物质 ， 认 为 不 
出 现 电磁 能 和 化 学 能 。 其 实 ， 我 们 设 所 有 2 a=0。 在 简单 
物质 连续 统 力 学 中 ， 忽 略 应 力 偶 和 各 阶 体力 偶 ， 我 们 有 以 下 
表达 式 : 


O 译注 应 为 能 量 的 时 率 或 功率 。 紧 接 郑 的 热能 和 其 他 能 也 是 
指 能 量 的 时 率 。 


@ FB: SMED. 


121 


(3.3.2) 


ad 
e= Í o Pedo, S= +Í og P9uutotdo 


%W = {yo p f.o*du + fy _ oda 


2=Í -voido+ fo- g č dan 


以 (3.3.2) 代 入 (3.3,1) 得 局 部 平衡 律 (2.4,41) 和 (2,4,.42)% 
(8.3.3) 


pe Plus. — a"n- Dh=0 (在 YY-o 内 ) 
(ee t3 Av 。 v)o*- vt) — lut — g“ ]n, = 0 
oE) 


这 些 组 成 连续 统 热力 学 第 一 定律 。 
热力 学 第 二 定律 ， 以 全 局 形式 表示 时 ， 由 


(3.3.4) H -M>0 


Wh, PHREAS, MARN ë 和 。 
在 连续 统 物理 中 我 们 有 


(3.3.5) H= Í -vondo， 
M= |y _vpbadot+ f Z _ o stda, 


这 些 代 入 (3,3,4) 后 ， 导 致 2.4 节 中 所 得 局 部 律 [例如 (2.4。 
49) 和 和 (2.4.50)]: 


了 22 


(3.3.6) PYy=pn- s; — PESES - cJN) 


(3.3.7) IPNU" -v*) -sm0 (在 0 上 ) 


对 2.4 节 讨 论 的 篇 不 等 式 ， 我 们 并 未 提供 任何 理由 .在 
经 典 热 力学 中 ， 它 是 这 样 论证 的 ,第 一 定律 (3.31) 给 H i 
转换 为 能 以 及 能 转换 为 热 的 表达 式 ， 功 和 能 总 可 DL 转换 成 


热 ， 但 是 不 作 功 而 要 热 转换 为 能 ， 其 时 率 有 一 个 先 验 的 上 确 
界 ， 于 是 有 


(3.3.8) 2<92, 
它 等 价 于 
` (8.3,9) £ + S€ -% < 2, 


因为 温度 在 物体 各 处 是 均匀 的 ， 且 020, RELH 
' 1 G3.3.10) H=Í' (2./0)dt 
ATE H= 2,/0, 和 


(3.3.11) H>2/, +X -Ø SIH 


ATAIMPTERG.3. 4), RAUH 2/0= MM 就 可 以 了 。 
显然 ，(3.3.10) 中 所 引进 的 9 可 能 不 同 于 上 面 假设 的 9， 

除非 在 9 在 体内 各 处 均匀 的 特殊 情况 。 因 而 合理 前 办 法 是 把 

2/0 当 相 为 由 (3。.3.5) 所 表达 的 一 个 完全 新 的 源 和 通 量 的 积 


分 . 于 是 ， 在 这 种 意义 下 ， 在 热 通 量 和 热源 (gq, h) 以 及 炉 通 
BAWA OHARRA 


(3.3.12) s8=q/0, b=h/0 
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可 能 只 在 特殊 情况 下 才 成 立 。 为 什么 会 导致 (3.3.4) 积 (2,4。 
47) 那 样 形式 的 煽 不等式， 其 理由 现 已 清楚 。 

绝对 温度 0, WU b 和 篇 通 量 s 是 颇 为 任意 的 ， 除 非 我 
们 对 8 假设 一 个 本 构 理论 ， 且 认为 有 RETER. W 
W 5 的 性 质 也 可 随意 了 到。 现 把 函数 5 换 成 为 一 个 新 函数 h/0， 
雪 为 对 9 除了 9>0 没 有 规定 任何 其 他 性 质 。 于是, 可 令 


(3.3.13) b=h/0 


这 相当 于 一 个 未 知 函 数 ， 即 0， 用 另 一 个 未 知 函 数 ， 即 A/0, 
KRF, RE hA BAN Oo 则 不 是 。 当 然 ， 我 们 不 能 同时 取 
8=0/0， 因 为 8 和 9 都 是 由 本 构 方 程 给 出 的 . 也 可 认为 ， 
(3.3.13) 相 当 于 引进 能 源 b, 而 hh 和 9 是 已 知 的 。 换 句 话说 ， 
它 可 看 成 当 4 事先 引进 时 6 的 定义 ， 或 者 是 9 的 定义 而 5b 事 
先 引 进 。 在 这 意义 上 ， 炉 源 同 h/0 具有 同样 的 任意 性 @ 。 

以 (3.3.13) 代 入 (3,3.6) 并 在 (3,3.6) 和 (3,.3,3), 之 间 消 
Eh, 得 


(8.3.14) 
e( ù- 5) + 了 t'ua 十 29020 
其 中 
(8,3.15) p'== (q*/0) — 


Q 原 注 Miller (1971) 引 进 一 个 更 普遍 的 炉 源 b= 有 h/ 中 ,其 中 局 
是 一 个 本 构 函 数 (1/ 称 为 冷 度 函 数 )。 在 这 样 的 普遍 提 法 中 ， 对 热 传 
导 所 得 的 偏 微 分 方程 可 能 是 双 曲 类 型 的 ， 办 而 说 明 热 扰动 可 能 以 有 限 
速率 传播 (第 二 声效 应 )( 参 见 Miiller 19715 Green 和 Lindsay,1972; 
Eringen 和 Suhubi, 1973). 
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《3.3.14) 的 结果 可 以 换 成 另 一 种 可 用 的 形式 ， 如 果 引 进 训 姆 
2 Ë BË iG 0 hn F 


(3.3.16) y=e-07 
在 它 和 (3.3.14) 之 间 消 去 2， 得 
(3.3.17) 


s S + ôn) + Fitos +b" + Aao, 20 


A58358(3.3.14)80(3.3.17) 38 S FERRARE. CNI 
ARTEA HEWA FARO Clausius- -Duhem inequality), l 


育 。 

这 个 计划 提出 几 项 任务 : 

(i) 把 本 构 方程 约 化 成 为 不 违背 焙 不 等 式 的 形式 

Gi) 推导 出 物体 处 于 特殊 状态 (例如 平衡 ) 的 条 件 ; 

Gii) 已 知 外 部 (效应 例如 体 载荷 、 热 源 ) 及 /或 约束 ( 例 
如 表面 位 移 、 表 面 牵 引力 ) 及 初始 条 件 ， 决 定 支持 它们 的 热力 
学 过 程 。 

热力 学 第 二 定律 现 可 叙述 为 

Wm — 训 劳 修 斯 -村 旭 不 等 式 作为 公设 对 于 所 有 A 

O 原 注 这些 不 等 式 和 常用 不 筝 式 之 闻 的 差别 在 于 这 里 存在 营 
附加 项 p*;,. 这 一 项 是 Milier (1967) 引 进 的 , 并 在 以 后 的 出 版 物 中 引 
用 。 但 是 Miiller 在 更 后 的 出 版 物 中 干脆 扔 去 炳 源 h/0. 炳 的 一 般 不 等 
式 (3.3.6) 是 由 作者 最 早 引 进 的 ( 见 Eringen，1965，1967，4.6 节 ; 又 
见 Eringen 和 Ingram，1965， 其 中 它 应 用 于 混合 物理 论 )。 
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部 的 热力 学 过 程 成 立 。 

因而 ， 不 等 式 (3.3。14) 或 (3.3.17) 可 认为 是 对 本 构 方程 
(3.2.4) 形 式 所 加 的 限制 , 设 本 构 泛 函 中 序 出 现 的 宗 函 数 作 所 
有 独立 的 变 分 。 这 些 宗 函 数 当然 还 有 由 其 他 物理 的 或 几何 的 
考虑 所 引起 的 其 他 限制 (例如 02>0,det x"*,z2>0) ,对 本 构 泛 函 
可 能 还 有 各 种 连续 性 要 求 .本章 其 余部 分 以 及 第 八 分 册 将 对 
这 些 要 求 和 入 不 等 式 的 应 用 作 进 一 步 的 讨论 。 - 

最 后 ， 为 了 今后 的 应 用 ， 我 们 下 面 给 出 克 劳 修 斯 - 杜 姆 
不 等 式 在 物质 参 辕 架 中 表达 的 其 他 两 个 表达 式 。 它们 可 由 在 
(3.3。14) 或 (3,3.17) 中 采用 (2,4,38),《2,4.46) 和 (2.4.51) 
而 得 到 ， 也 可 以 由 (3。.3.13) 代 入 (2.4,52) 后 再 在 它 和 (2.4, 
44) 之 闻 消 去 & 而 得 到 。 于 是 有 

(3.3.18). 


oo( 7 -3) * 4r" “UV,r + Psx J 


(3.3.19) 
一 Sarim +T" tvr +P’; + AQ"0, 20 
其 中 | 
(3.3.20) P*=(Q5/0) -S€ 


3.4 对 某 些 科 单 物质 的 热力 学 限 抽 


本 节 讨 论 由 于 克 劳 修 斯 - 杜 姆 不 等 式 而 引起 的 对 某 些 简 
单 物质 的 限制 。 我 们 人选 了 五 个 例子 以 显示 炉 公 理 的 力量 . 为 
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' 简单 起 见 ， 设 坐标 XE 和 x* 是 直角 坐标 。 

3.4.1 刚性 物质 

一 种 非常 特殊 情况 的 物质 可 以 用 (3.2.4) 式 那 样 的 方程 
描述 ， 且 其 中 的 泛 函 就 是 函数 ， 热 学 力学 状态 仅 是 物质 点 马 
在 + 时 的 运动 人 (及,t) 和 温度 0CX t), BH 


(8.4.1) TX, =x, 
QX ,1) =Qe,0) 
P(X ,t) =Pez,0) 
y (Est) =W, 
n(X,t) =n, 0) 


其 中 了 是 第 一 皮 奥 拉 - 基 尔 露 去 应力 ， 其 分 量 T” H (2.4. 
28): 给 出 ,而 Q 和 已 分 别 由 (2.4.46) 和 (3.3,20) 给 出 。 这 里 
T k z(X t) 81 0(X ,1) 的 张 量 值 函数 ,Q@ MP 是 它们 的 < 
量 值 函数 ， 而 少 和 7 是 它们 的 标量 函数 。 在 (3.2.6) 的 形式 
t, sr MO FREAR, MET ELM o 的 一 个 函数 (而 
不 是 一 个 泛 函 ) RIRE y AP X x” A oTM, EAX, 和 
0(X ,1) 有 对 其 自 变量 的 偏 导数 。 

以 (3,4,1) 代 入 (3,3,19) 我 们 得 
. (8.4.2) ! 


这 个 不 等 式 对 于 变量 组 
(8.4.3) CRE RE x 


是 线性 的 ， 因 为 这 些 变量 的 系数 只 依赖 于 x* 和 9 而 不 依赖 
于 (3.4.3) 组 中 任 一 个 变量 . KE x" 3 0 # X Mt By 8 E:fr 
么 ， 我 们 可 以 任意 指定 (3,4,3) 组 中 各 量 的 值 ， 然 而 ， 这 个 
不 等 式 既然 对 这 些 量 是 线性 的 ， 不 等 式 的 左 端 @ 不 能 维持 其 
正 负 号 不 变 ， 除 非 (3.4.3) 组 中 各 量 的 系数 均 为 零 ， 即 
(3.4.4) 
n= -299/90, ap/9x*=0, Tr=0 
aPr/ax*=0, (Ps/90) + (1/0)Or=0 


反之 ， 如 (3.4.4) 满 足 ， 则 不 违 悄 不 等 式 (3.4.2) 。 于 是 我 们 
证 明了 本 构 方程 (3.4,1) 必 须 是 以 下 形式 ， 
(3.4.5) ` 
TX ,t)=0, X,t) = (0), 7= -34/39 
QE(R,1) = -@ƏPz/90, Pr=Pr (0) 


这 些 限 制 无 疑 十 分 茜 刻 。 如 物质 由 (3.4.1) 式 的 一般 本 构 
方程 描述 ， 则 物质 中 应 力 为 零 ， 且 其 闹 可 以 由 仅仅 依赖 于 
OXD 的 自由 能 导出 。 这 是 一 种 刚性 的 材料 。 

往 后 我 们 将 看 到 ， 本 构 泛 函 在 空间 参照 架 作 刚 性 平移 和 
转动 时 必须 具有 不 变形 式 。 由 于 这 原因 ， 可 以 消除 反应 泛 郴 
对 x° 的 依赖 性 。 值 得 注意 的 是 即使 没有 这 种 附加 的 限制 , 克 
劳 修 斯 - 杜 姆 不 等 式 说 明 少 和 尸 不 能 依赖 于 必 , 再 进一步 考 


O 译注 “的 左 端 " 系 译 者 加 的 。 下 同 。 
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Ë Q" 的 形式 ， 假 设 在 某 一 种 状态 中 (比如 未 变形 态 交 = 于 
中 )， 热 流 为 零 。 在 这 假设 下 由 (3.4.5) 可 得 Px= 常量 ,因而 
在 所 有 时 间 @= 0 。 可见 这 种 物质 是 刚性 的 ， 且 非 导热 的 。 
3.4.2 弹性 固体 
弹性 国体 可 由 以 下 形式 的 一 组 本 构 方程 定义 @， 


(3,4.6) TX, = 于 (Cryryg) 
 QC(K,D=Q(m,m,.,0 
KX, = KEE, r0) 

nX, SNE, E, r 0) 
P(X ,t)=P(£,®,x,0) 


ERRE. 2. 6) ky —#hR REDRE EO, H rh E SER $k R AE 
FEX MEX, t), m, (X t) MOX t), HT H 
变量 的 函数 而 不 是 它们 的 泛 函 @ .我 们 还 假设 ， 反 应 函数 具 
有 对 它们 自 变 量 的 一 阶 连续 偏 导数 , 且 宗 函数 2,2,x, 和 9 都 
是 可 微 的 。 以 (3.4.6) 代 入 (3.3.19)，, 得 

(864.7) 


人 


. @ RÈ 反应 泛 函 的 宕 函数 2, Lor 和 4 RIKIRTFX Mi 这 
里 不 明 写 了 。 如 它们 依赖 于 昼 ′ 和 + ， 则 将 写成 (3,2.4) 中 那样 ， 或 
者 用 t=t[w(。),0(。)] ER. 

@ 原 注 ”弹性 固体 包括 在 “依赖 于 梯度 的 物 量 ”(9radient- 
dependent materials) 这 一 般 种 类 内 , 它 将 在 第 二 部 分 (译注 ， 第 八 分 
册 ) 第 1 章 讨 论 。 
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a a 


R 
* bz + a + 


+27 +l Q" )9,«>0 


12 


检查 一 下 这 个 不 等 式 ， 又 发 现 这 个 不 等 式 对 变量 9,x*, by 
xs 和 Or 是 线性 的 。 此外， 这 些 变量 可 以 随意 变 化 。 因 
而 这 个 不 等 式 的 左 端 保持 其 正 负 号 的 必要 且 充 分 条 件 是 其 系 
数 均 为 零 D， 即 

(3.4.8) 


n= -9#/90, ay/ax=0 
Tx=pe9b/3zr， (3Prx/axuo)+(3Pr/3xsr) =0 
(9Pa/ab)+(Qrs/b2) = 0 
以 及 : 
(3.4.9) (9Pr/axoxox>0 


由 (3.4.8): 显 然 少 不 依赖 于 x*。 方程 (3.4,.8)4 可 积分 成 为 
(3.4;10) 


Pr= Qs0) + PEE), QF = -QF 
其 中 gz 利 pir 都 与 了 ix 无 关 。 以 此 代入 (3.4.9)， 可 知 这 
个 不 学 式 不 能 对 所 有 独立 的 xz DRRR, REI 
ORE IH xti = xn 仅 是 9PA/9x*,z 的 对 称 部 分 等 


子 零 。 
© 译注 原文 (3,4。11) 第 一 式 无 “= 0”, 
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(3.4.11) QK =Q, =0, ƏP¿;F/9x*=0 


设 自然 状态 时 热量 为 零 , MH z= X H Q = 0, 则 由 (3.4.8)s 
可 见 PF 与 温度 9 无关 。 其 次 我 们 记得 (3.4.8) 同时 要 满足 
平衡 定律 . 平衡 律 中 唯一 可 能 为 这 种 形式 所 违背 的 是 动量 矩 
定律 ， 它 要 求 应 力 张 量 为 对 称 。 于 是 必须 附加 上 条 件 


(3.4.12) (9yY/3xcoa)xtayx=0 
以 后 将 看 到 ， 上 述 表 达 式 表明 少 只 可 能 通过 应 变量 测 Cnr 与 
xx 有 关 。 这 一 点 连同 (3.4.8), 和 (3.4.12) 实际 上 2 3, 
Y 在 空间 参照 哥 的 任何 刚性 运动 中 是 不 变 的 。 
这 些 再 次 演示 了 克 劳 修 斯 - 杜 姆 不 等 式 强 有 力 的 限 制作 
用 。 把 所 有 结果 收集 起 来 ， 可 见 (3.4.6) 要 成 为 热力 学 上 容 
许 的 ， 必 须 且 只 须 它们 具有 特殊 的 形式 如 下 ， 
(3.4.13) 
t= p(94/3xbz)xe 
q*=0 


y= 0), (90/9xt', x. = 0 


n= -3y/36， 
PE = QET, (m)x*,, +P E(X), AE = ~ OTE, 
FE, B3330897DU B a 885638 9 SE, TRA 0 5 m 3: 


关 ， HEHP, MA SE= -PF R# (3.4.13), 那样 的 特殊 
形式 。 此外， 热力 学 上 的 限制 提出 了 自由 能 在 空间 参照 架 刚 
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性 运动 中 必须 有 不 变性 。 这 种 不 变性 要 求 如 果 施 之 于 Px, H 
进一步 限制 PF 的 形式 (参见 第 八 分 册 1.5 节 )。 

3.4.3 刚性 导热 体 

现 考虑 一 类 物质 ， 其 本 构 方 程 的 形式 为 


(8.4.14) TK,t) = T(z,0,0, o) 
QX t) =Q(m,0,0,.) 
Y(X, = YL,0, 0 8) 
7 (Kt) = DL,0,0, 8) 
POF,t) =P(x,0,0,7) 
这 组 也 包括 在 主 本 构 方 程 (3.2.6) 之 中 。 假设 克 劳 修 斯 - 杜 姆 
不 等 式 (3,3,19) 中 显然 要 求 的 通常 可 微 性 条 件 都 具备 ， 我 们 


有 
(3.4.15) 


Paf aP ps 3P X ps ay ， 
( +n) Ó dx db" 


+ (APE + ojos>o 


显 见 这 不 等 式 对 变量 
rx ,0, r02 knOs Le 
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ase 


是 线性 的 。 所 以 ， 要 这 不 等 式 ( 堪 端 ) 在 这 些 独立 变量 任意 变 
化 时 维持 其 正 负 号 ， 其 必要 且 充 分 架 件 是 
(3.4.16) 
n= - 90/90, 3p/Əx*=0, 29/90,x==0 
T==-0, QaPr/9x:=0, (2ËD#/90,.)+(ƏP5/90,x) = 0 
以 及 


Dr 
(3.4.17) (2E 4 Q*)e,*>0 


由 (3.4.16) 可 见 少 不 依赖 于 地 ,和 6b,r， 而 PRR TF gt: 
外 ，Ps 是 0vr 的 线性 式 ， 其 特殊 形式 为 
(3.4.18) 


P= Q85(0)0, +P (0), Q= -人 cr 


如 Qx 是 0,x 的 连续 函数 ， 则 由 (3.4.17) 必 须 还 有 ， 
(3.4.19) 
BELLA =0。 0 = 0M f 
这 是 因为 当 0,x 稍 大 于 零 时 g,x 的 菜 数 必须 为 正 而 当 0,x W 
小 于 零 时 这 系数 必 为 负 . 根据 Q* 在 90,x=0 处 的 连续 性 ， 
GAIDA., Bh o= X 时 Q" 等 于 零 ， 因 为 PF 与 
2 无关， 必须 有 3Ps/386 =0。 收 集 这 些 结果 ， 我 们 有 


T=0 
(3.4.20) #=ú(0), n= -dp/d0 
PE=Q"t9,, +P", QF0,z20 
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Ep o= -QE 和 Po 是 常量 。 

于 是 ， 由 (3.4.12) 所 代表 的 物质 是 刚性 的 导热 物质 ， 其 
热量 矢量 满足 不 等 式 (3.4.20)s。。 此 外 , 反应 函数 在 参考 架 任 
何刚 性 运动 中 也 是 不 变 的 。 我 们 再 次 看 清楚 施加 克 劳 修 斯 - 
杜 姆 不 等 式 所 引起 的 严厉 限制 。 对 这 些 材 料 ， 不 等 式 (3.4。 
20)。 表 达 了 通常 所 说 的 热量 从 热 处 流 到 冷 处 。 

3.4.4 依赖 时 率 的 刚性 物质 I 

对 3.4.1 节 讨论 的 刚性 物质 略 作 推 广 ,使 其 本 构 函 数 也 依 
赖 于 灾 和 0 ， 即 物质 的 本 构 方程 形式 为 

(3.4.21) y= rr,0,0) 
UET, Q, 7, MP 的 类 似 表达 式 。 

这 仍然 是 (3.2.6) 的 特殊 情形 。 为 了 看 清 这 点 我 们 略 去 
Lr M Osr, HÆLA- OG- TORRA ENE z” = t@ 
AF383380 kU i. UKH, RE y URAR HRR 
一 个 函数 ， 而 不 是 泛 函 。 

采用 况 务 修 斯 - 杜 姆 不 等 式 (3.3,19) 后 得 

(3.4.22) n 
34/3x*=0, 9ƏW/90=0, T"=0 
aPr/ax:=0, 9Pr/9w=0, 3P"/3ġ=0 


(ƏPz/90) + (Qs/b2) =0 
和 
(3。4。23) 


-Po 3 Y pe 99 > 
2( 36 +n) 0 axex >O 


O 译注 EEX T =0。 
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从 (3,4,22) 可 见 6 kp 0, PERRETE , A 
0, B 


(3.4.24) p=), Pr=Pr(g) 


BR z=X HOSTE, TEP = 常量 。 因 而 一 直 有 
Qr= 0 当 0= 0，(3,4.23) 必 须 对 2° 所 有 的 值 成 立 。 这 意 
味 着 3Y/3x 关 = 0。 因 而 少 仅 是 9 的 函数 ，(3.4.23) 化 成 为 


(3.4.25) -+ 7 ) >0 
如 果 令 
(3.4.26) 7= (dj/d0) + To 
上 式 给 出 
(3.4.27) — (p90/0) Dop>0 
如 加 对 记过 续 ， 则 可 知 当 =0 时 它 也 为 零 ， 即 
(3.4.28) M(E, £, 0,0) =0 


综合 起 来 ， 本 构 方程 已 简化 为 以 下 的 形式 ， 


[t=0, q=0, y=%(0) 


(3.4.29) ~ SA 
| n= - (d/d0) + m(x, 2,0,0), PF = 常量 


其 中 7p 要 满足 
(3.4.30) —(p,/0)n,0>0, n,(m,2,0,0)=0 


RAUTER, B F Sk ARTI ERRERA i tH 
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能 导出 。 实 际 上 , 它 具 有 受 (3.4,30) 限 制 的 一 个 耗 散 炉 D7。 
除了 糯 以 外 ， 反 应 函数 对 空间 参照 架 刚 性 运动 的 不 变性 又 是 
由 应 用 克 劳 修 斯 - 杜 姆 不 等 式 而 引起 的 ,不 需要 把 不 变性 当 作 
单独 的 一 条 公设 。 

3.4.5 可 压缩 无 粘性 流体 

考虑 这 样 的 本 构 方 程 ， 其 中 反应 函数 只 依赖 于 E, 0 和 
p`, 


(3.4.31) #=g(a,p-1,0) 


对 这 种 物质 ,每 一 个 使 p>0 不 变 的 参照 架 都 是 参照 位 形 。 这 

相当 于 一 类 流体 。(3.4.31) 形式 的 本 构 方程 可 以 作为 (3.4。 

6) 的 一 种 特殊 情形 得 到 ， 设 式 中 对 wx 的 依赖 性 是 通过 

det x*,x 而 不 是 通过 xz。 于 是 克 劳 修 斯 - 杜 姆 不 等 式 给 出 
(3.4.32) 


Əy Po ES _ po ap DT 
-o9 +) -G Aha- Ep 
+ yT". tE Ma AE y +E (` Dr 


各 (22: + Jo" )%, >o 


由 于 质量 守恒 方程 我 们 有 


E 
OE PENKER d Eringen (1965) 在 研究 热学 力学 物 
质 本 构 方程 时 提出 的 。 
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代入 上 面 不 等 式 ， 注 意 它 对 量 0 ，xx，ubyxy Xss (Dyr 和 
Or 是 线性 的 ， 我 们 找到 使 不 等 式 ( 左 端 ) 对 这 些 量 任意 独立 
的 变化 保持 其 正 负 号 的 必要 且 充 分 条 件 : 


(3.4,33) 7- -96/90, Əg/9x*=0 


abr/9w 20, 9Pr/9p- =0, (Ps/90) + (Q*/05 =0 


由 此 可 见 少 与 < 无 关 ， PF 不 依赖 于 祥和 p-:。 如 果 Qx 在 某 
—x=x, 处 为 零 ， 则 由 于 (3.4.33)。 我 们 有 PE = 常量 ， 而 
Q" 在 所 有 时 间 为 零 ， 综 合 起 来 ， 我 们 有 
(3.4.34) A 
ti =- aði, m(p-11,0)= - 34/907 
办 =0， Pr = 常量 
业 = 峭 (pp 0) 
n= - 34/90 


因而 这 种 物质 中 的 应 力 只 包括 压力 。 热 力学 压力 tB n 可 
以 由 自由 能 函数 少 推导 得 ， 例 如 (3。4.34)2e， 其 中 少 仅 是 
2 上 和 96 的 函数 .当然 ， 这 描述 的 是 可 压缩 无 粘性 流体 。 

有 关 其 他 例子 以 及 本 构 方程 的 一 般 理论 ， 请 读者 参见 第 
八 分 册 第 1 章 。 


3.5 不 连续 热力 学 过 程 


有 不 少 种 类 的 自然 现象 中 的 热力 学 过 程 在 空间 上 和 在 时 
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间 上 都 是 不 连续 的 ， 例 如 ， 激 波 扫 过 物体 时 引起 状态 参数 的 
不 连续 变化 ， 冰 投入 水 中 ， 接 触 表面 受到 温度 突然 变化 ， 外 
载荷 或 约束 可 能 从 物体 突然 印 除 。 这 类 过 程 不 包括 在 上 节 所 
讨论 的 那 类 中 ， 因 为 前 面 假设 热力 学 过 程 以 及 本 构 函 数 两 者 
都 是 可 微 的 。 但 可 证 明 ， 对 过 程 作 较 弱 的 假设 而 对 本 构 函数 
作 略 强 一 些 的 假设 ， 同 样 的 结果 仍然 成 立 。 我 们 将 假设 少 和 
P 连续 可 微 且 TF, Q 和 7 对 其 宗 函 数 可 微 。 热 力学 过 程 可 
能 有 空间 和 时 间 上 有 限 个 间断 ， 然 而 它们 只 限于 某 一 类 当 ， 
这 一 类 在 局 部 线性 延 拓 下 必须 是 封闭 的 。 

定义 1 BAFA, D 在 += 如 时 物质 点 下 处 的 〈 A， 
t) 局 部 线性 茎 折 的 定义 是 (图 3.5.1) 
FOX t), 有 EB, - oo<t<t, 
FOX, + t-t )A(X), XEB, StSt tT, 


op AORTAE, vE ERK. 


F, XD = 


图 3.5.1 FÆ to 的 局 部 线性 延 拓 


RAFA, DE t= t, 时 可 能 有 间断 点 , 但 我 们 假定 它 在 
所 有 不 EB 处 连续 ， 除 了 可 能 有 可 数 个 奇异 面 以 外 。 在 现在 
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的 讨论 中 ， 假 设 (于,t) 具有 对 X 的 连续 偏 导 数 。 原 规定 
EE 内 成 立 的 热力 学 过 程 ， 也 假设 在 它们 的 局 部 线性 延 拓 
上 成 立 ， 至 少 是 在 t=t。 附近 成 立 , 在 te 处 也 可 能 有 除 不 掉 
的 间断 性 . KE 可 能 不 包括 甚至 是 在 t 每 个 十 分 小 邻 域内 
分 段 连 续 的 任何 过 程 。 然 而 , 克 劳 修 斯 - 杜 姆 不 等 式 在 所 有 区 
域内 成 立 ， 在 这 些 区 域内 凡是 不 等 式 中 出 现 的 热力 学 过 程 都 
是 可 微 和 的。 热力 学 过 程 在 局 部 线性 延 拓 上 所 作假 设 放松 了 ， 
就 引起 对 本 构 函 数 附 加 的 限制 ， 即 这 些 函 数 在 耗 散 不 等 式 出 
现 的 那些 偏 导数 ,在 相应 于 名 中 任何 过 程 的 每 个 状态 中 都 必 
须 是 连续 的 。 

现 考 虑 3 .4 节 (i 到 (v) 情 况 之 一 ,例如 (iD 对 0, Vox MOr 
在 (3.5,1) 所 示 定 义 域 中 的 局 部 线性 延 拓 0, Vars 和 Oar 我 
们 有 O@ 

L= W det AE Ws 0= Ao» Vss = Ava 

其 中 A 和 /1x 的 下 标 9 和 wv 表明 它们 分 别 属于 过 程 OAW, re 
克 劳 修 斯 - 杜 姆 不 等 式 现 为 


“(3.5.2) 
Əy _ P a% wp LTE, 
-oY +n)4, = 0 dx”* t OT Ava 
OPr , /3pPr 1mx 
t-a = + ( + )0 0 


其 中 As 和 Ava 的 自 变量 是 在 6 和 v,xr 按 (3.5.1) 定 义 的 线 
性 延 拓 处 计算 得 的 。 这 个 不 等 式 在 其 中 出 现 局 部 线性 延 拓 的 


O 原 注 我 们 没有 对 x* 引进 局 部 线性 延 拓 ， 因 为 运动 假设 为 连 
续 的 ， 不 会 间断 ， 还 假设 xX, DRAR XE 和 + 的 连续 偏 导数 。 
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定义 域 中 成 立 。 当 从 t + 方向 接近 t, 即 当 
t—>t, +0, XEB 


时 不 等 式 必 须 成 立 。 因 而 (3.4.4) 和 (3.4.5) 必 须 在 to + 时 成 
X, AA Ass X, Aves xox 和 0,x 痢 是 任意 实数 . 但 既然 
这 个 状态 可 以 是 E 中 一 个 过 程 任 了 到 的，(3.4.4) 和 (3.4.5) 
一 般 成 立 。 
这 个 例子 足以 表明 怎样 用 局 部 线性 延 拓 的 思想 处 理 较 弱 
的 过 程 。 为 讨论 平衡 态 还 得 补充 一 个 概念 ， 定 义 如 下 ， 
定义 2 函数 


F(X,t)€@, tE(- 20,00) 
DEEE Fac ENY 


F(X t), -—-°o<t<t, 


GSD FaGQX,D=Í 
ç j tit ; F(X ,to), to <t<oo 


这 意味 着 在 >t。 时 FX, OKRASA t RE, 
对 于 一 个 已 知 函数 " (GIRI. KERKO, RII 
用 v* 代表 函数 对 每 一 个 固定 的 于 是 常量 


(3.5.4) v*(X,a)=0(X), 0 入 1<co 


现 讨论 依赖 记忆 的 物质 的 热力 学 。 依 赖 记忆 的 物质 的 本 
构 方程 的 一 般 形 式 是 @ 


D 原 注 这 里 了 ,Q, 忆 , 利 卫 代表 T= (Tš, - p,n), Q= 
(Q/0) -P, PP, 5=pup. TRR E, FC) 和 
G' (C) 相应 于 F'O) =lx' C), C], G= 
[0,0'(+)J. 38 8559 AR 888 j X 有 关 ( 见 第 二 章 )。 
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a 


(85.5) TO =TIF G), GGO 
QH = QLF (T), G: (zJ, 
P) = PILF C), G'(*')]), 
S) = SEF' G), GIO], 


其 中 ‘(Tt ) 和 CT) R @ RPTE 22 中 的 热力 学 过 
程 。 它 们 当然 也 依赖 于 下 。 对 于 现在 时 刻 的 值 我 们 写 为 
F=F!'0)3#0G=G'00. 

现 将 以 上 论 论 的 思想 组 织 成 为 一 组 公设 @。 

-公理 1 ER a TERIN, IER 


Ca 
s... 


OEO see 


em HER Ho MOREAREN, RARA- MORE 
意 两 矢量 的 内 积 。 这 个 公理 所 容许 的 过 程 , 是 庞大 的 一 类 , 因 
为 从 某 一 个 过 程 已 达到 的 已 知 状态 出 发 ， 可 以 派生 出 无 限 多 
个 不 同 的 过 程 。 另 外 ， 它 把 理论 限于 那些 既 非 光滑 又 非 无 序 
的 那些 过 程 。 对 于 部 些 到 时 为 止 一 直 无 序 的 过 程 ， 泛 B 
T; Q, P, f 翌 是 对 无 限 多 个 线性 的 (因而 是 光滑 的 ) 过 程 定 
义 的 。 另 一 方面 ， 一 个 到 /+ 时 为 止 一 直 光 滑 的 过 程 ( 比 如 说 
党 过程) 对 今后 无 限 多 个 过 程 仍然 成 立 ， 这 些 过 程 其 至 于 在 
L 时 没有 导数 。 所 以 ， 象 斯 托 克 斯 粘性 流体 的 性 能 就 不 包括 
在 这 公理 之 内 。 


的 组 织 以 Gurtin (1968) 的 工作 为 根据 .但 他 不 考 
ti, (EHR AAKA S = Q/0, Hi 


他 的 PE 0。 
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公理 2 EDM PY 具有 链 式 法 则 的 性 硕 ， 印 


(3.5.6) 
DBR,GY = D, SF, G + F 
+ DaS(F',G) «Gr+RE(F',G) 


P=, = D P(E, G’) F,r + DoDR(F',G)G, 
+S,P*(F:,G5) 


这 公理 容许 我 们 对 某 些 在 上 时 不 可 微 的 过 程 定义 其 反应 泛 
B., 于是， 这 类 泛 函 是 在 不 连续 过 程 上 作出 定义 的 ， 但 它们 
的 值 则 是 从 右边 连续 的 。 这 个 公理 也 排除 了 那些 涉及 现时 的 
时 间 导 数 的 过 程 (如 经 典 的 粘性 流体 ) 。 

公理 3 对 每 一 过 程 (fF,G)， ZETE" G"), QF', 


G5,PeF:,G5 De SCF'G), DoB(F',G), RECF',G), 
Dr P®(F', G), Do Pr(F',G') ,以 及 Sn._P*(F'G') 都 是 ! 的 
SARA. : 

N 这 些 公理 实际 上 保证 了 泛 函 Drp, Dop, RS, DrP*,Do 
PE 和 Sg PF 是 唯一 地 确定 的 。 其 实 ， 对 于 非常 快 的 过 程 , 物 
质 的 性 能 是 弹性 的 。 

WMRFEAGE t HAREDER, WA 
(3.5.7) 
(JG) = D 5 (F'G) + (FI) 
+ De SF, G) + G10) 
Epos son- FG. 可 能 把 SR aAa 
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DE kai] 


(3.5.8) -SHTe F+ Q e Ġ+PE; >O 


384 FG) 80) PEER t 38584. 
公理 4 ”集合 钨 在 和 G 的 常 延 拓 下 是 闭 的 。 


公理 5 泛 函 具有 驰 丈 性 质 , 即 对 已 知 过 程 (F,G)， 
有 
(3.5.9) 


lim SF io Gio) = ELEU), GG) *] 
其 中 CwsGw) 是 (F,G) 在 的 第 下 拓 。 


公理 8 。 存在 这 样 -区 域 uEG， 其 中 号 和 关连 继 
TR. 

这 六 个 公理 适合 于 研究 带 记忆 的 物质 的 热力 学 和 平衡 过 
B, TERHERE. 


3.6 带 记 忆 物 质 的 热力 学 
sai ' pippa (8.5.5) 要 在 热力 学 


+ + + w el 6 6 ee, 


(3.6.1) Deo$=0, T=D,Š 


DP =0, DoP* = 


. 


X 
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(8.6,2) 

- RStqF,G + Q(F,G) -G(0 + S, PR(F,G 810 
HENE OE DRY, Jp D = {FGHR t F= F, 
-CRPE OED). 

证 明 如 果 (3.6.1) 和 (3.6.2) 被 满足 : 则 (3.5.8) 肯 定 
不 被 违背 ， 这 表明 与 热力 学 相 一 致 。 反 过 来 ， 如 任意 选择 ， 
(FE)E D, 则 由 于 ORWEL, 存在 一 个 过 程 (F,G) 和 时 刻 
h BFS = F,G5 = G。 根 据 公理 1, 在 儿 中 存在 FO 的 
一 个 (A,M,t0) 局 部 线性 延 拓 ， 它 在 tE(to,tot T) 时 是 线性 
的 。 显 然 

Fb =F, G} =C 
对 每 一 1E(tosto tT), 
BD)=A4, GO = M 
利用 公理 2， 并 使 过 程 (fs ,G4) 受 条 件 (3,5.8) 的 限制 , 可 得 
不 等 式 
(3,6,3) 
-ED EFi, GH) -TEGHJA 
-DoS (F4, Gi) © M- REG, G) 
EAEG) © G) + Dy PEE GIR, 
+ Do PERL, GH) © Gpe + Sk PEE GOS 
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对 每 一 人 (tttt+T) 成 立 。 现 设 >t,*， 则 由 公理 3, BAA 
M 证 任意 的 而 Fr 和 Gx HE tot 可 以 任 选 ， 得 到 (3.6.1) 
和 (3.6.2)。 我们 马上 注意 到 ， 如 下 和 C 是 梯度 ( 例 如 Ya， 
9,g) 则 只 有 Ds Pr 和 Da P 名 量 的 对 称 部 分 为 零 (例如 
Dz, P® + Da, Pt =0, 如 取 尺 =Z,r)。 方 程 (3.6.1)。s 34 
然 也 必须 以 这 种 意义 来 理解 (参见 第 2 章 )。 
定义 (平衡 对 ) ” 设 4 和 B 是 某 一 过 程 在 某 时 1 所 占据 
的 一 对 量 ， 即 (to) = A, G0) =B, BRs Go REE, 
GOUE t WIEM. 数量 对 ( 4， 万 ) 称 为 一 个 平衡 对 ， 如 在 所 
H >h BJ, 


23 EFi GI <0 


RAELE t 以 后 的 时 间 t， 那 时 (FF,G) 占 据 (4， 
B). FACE G ) 可 以 是 时 刻 to 以 前 任意 多 个 过 程 ,但 在 t, 以 
后 它们 全 变 为 同一 个 常量 (图 3.6.1). 设 多 ,为 多 的 一 个 子 
集 ， 它 具有 以 下 性 质 : 


(a) 每 个 (4,B)ED。 是 小 
一 平衡 对 ， EENI IIA 
(b) 是 Box go VA 
的 一 个 连通 开 子 集 ， 其 中 | | 

Dd 是 64 的 某 一 子 集 , bs 


ta t 
这 个 空间 op ge r p fii 25 " 
BL DN CA. DED ia, PSSI s EN 


(3.6.4) 


平衡 过 程 的 若干 个 过 程 
应 函数 称 为 平衡 反 应 函数 ， 
例如 
(3.6.5) (A,B) = 3(A',B'), 


TA, B) =T(4*,b*) 
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分 别 是 自由 能 反应 函数 和 应 力 反 应 函数 。 按 照 公理 6, SMP 
在 多 ,上 连续 可 微 ， 注 意 ， 平衡 态 的 概念 包括 (4,0)， 例 如 
温度 梯度 为 零 的 情况 . 

定理 2 WADED. W 


(3.6.6) Z(A,B)= 5(A), 
TCA, B) =T(4) = A15 (A4) 


* 


Bygge Och, mp Aoo )Ecpo 则 有 
* 人 入 e+ 
(3.6.7) Z(E) <E E, G) 


其 中 V4 代表 部 分 梯度 。 

首先 ， 这 定理 说 明 在 平衡 对 (4,B) 的 自由 能 和 在 (4,0) 
的 自由 能 相同 ， 即 自由 能 和 温度 梯度 无 关 。 其次， 平衡 态 的 
应 力 由 自由 能 函数 确定 。 最 后 ， 在 所 有 终于 达到 平衡 态 的 过 
程 中 ， 水 久保 持 为 常量 的 那 一 过 程 给 出 最 小 可 能 的 自由 能 。 


证 明 。 设 (记名 )E 岁 , 旦 ( 记 (0), 必 (0))E 多 .于 是 
存在 一 过 程 (F,G) 和 时 刻 bo 使 得 开 = F, Gos G RCF, 
G4) 为 (F,G) 在 to 的 常 延 拓 。 公 理 4 表明 (Fwo,G41o)EBD, 且 
因为 (FG ,Go)) =( 户 (0), 忆 (0)) 是 一 平衡 对 ，(3.6.4) 
成 立 ， 即 对 所 有 020, 


XCF GEDSS F GI) 


Meio, HAAS, HEF = F,* Gii = G*, 我 们 得 
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(3.6.8) 


SÉ, O> (Fa), Gt))= 3(F (0), G0)) 


这 和 (3.6.7) 相 同 ,只 是 我 们 还 末 证 实 区 不 依赖 于 它 。 
为 完成 全 部 证 明 只 需 指明 如 (4, DED., 有 
(3.6.9) 
对 每 个 MEGDo/， 


[Da5 (A, B*) -Aal A,B)] + M=0 
(3.6.10) D ZXCAt,B = V15 (A,B) 


其 实 ， 如 果 3.6.9 对 所 有 M 成 立 ， 则 与 M 相 乘 的 括号 必须 
为 零 。 由 此 ， 以 及 由 (3.6.1), 可 见 上 与 B 无 关 。 连同 定 理 1 
一 起 ， 它 给 出 (3,6.6)。 现 来 证 明 (3,6,10)。 至 于 (3,6,.9) 也 
即 


(3.6.11) Do3(A',B')= Ts5(4,B) 
它 的 证 明 与 此 相仿 ， 
为 了 建立 (3,6.10) 我 们 选取 (A, B)ED, M AEDr, HB 
令 (F,G) 在 多 内 是 常量 函数 ， 其 值 为 (4,B)。 再 设 CF,, 


Go) 是 (F, G) 在 多 内 的 一 个 (4,0,0) 局 部 线性 延 拓 ， 其 线 
性 范围 为 (0,r)。 将 公理 1 用 于 常 函 数 (F,G), 可 得 到 


8.6.12) RE(F+,G+)=0 


将 公理 2 用 于 (Fs,Go)， 令 对 全 部 1 时 G = B8+， 则 对 全 部 
tE(0,T) 有 
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EFi, BO =D SiB) e A+RS EF gB) 


HFA, AR 2M.. DRR 
(3.6.13) 


n7 ; d: + 
Dr 5(4*,B*) > A =lim | -一 一 卫 (已 和) 
Jim [ di 4, | 


因 462, 是 任 选 的 ， 为 建立 (3.6.10) 只 要 证 明 下 面 所 定义 
的 人 等 于 零 就 够 了 ， 
(3.6.14) 
A=V,X(A,B): A-D 54, Bt) ° A 


= lim 
t—>0* 


SFB- IA, 2o] 
t 


[ XCA+14.B)- SA,B) 
t 


= lim 

t>0* 

令 (F-4,G,) 是 常 函 数 (F,G) 在 多 内 的 一 ( - 4,0,0) 局 部 线 

性 延 折 。 因 所 ,是 开 的 ,存在 一 个 fu>>0 使 得 对 每 个 1E(- to， 

tH (A+A, BED., E. 三 和 -4 在 (0,to) 是 线性 的 ,在 
《一 tsto) 上 定义 0(1) 为 


[Aaa 1B)- S (Fi Bt) -] 


[sasan tanan, <<, 
olt) =< 
[ZCA rA B- EFB, - t << 
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展 据 公理 2，3 和 6, 并 由 于 天 = F. = At,o toso) 上 
活 续 ,并 在 ( -to,0) 和 (0,1o) 上 连续 可 微 , B. 


(3.6.15) @(0)= 0 


另外 ,用 推导 (3.6.13) 相 同 的 方法 可 得 


-D,Z (4*,B*) 4=limn[ dd SOFTB+) 
, im [-4 dt ° ] 


= —lim [8 


t07 


A | 

这 结果 连同 (3.6.15) 说 明 , o 在 1=0 时 从 右 的 导数 和 从 左 的 
导数 重合 。 因 此 @ 在 ( -to ,to) 上 连续 可 微 ,但 是 ， 

Fi(0)= A+A, 0<t<t, 
F-10)=A+tA, -t,o<t<0 
(A+tAB)IED,, -1t,<t<to 


w BOAF:!, BD5488803.6.8) BREG), ， 从 而 得 
:对 所 有 1€( = tosto), OO, 这 连同 (3.6。 15) 以 及 
taa 说 明 o(0) = 0。 但 (3.6.14) 的 右 端 等 于 o(0).。 于 
是 和信 =0,(3.6.10) 的 证 明 完毕 。 
命题 1 。 一 对 (4,B)E 纪 是 平衡 对 当 县 仅 当 对 每 一 个 


* * * * * 
具有 F(0)= A,G(0) = B 的 (FP,G)E; 有 
(3.6.16) RS(F,G) SO 


证 明 ”由 公理 2 ， 在 过 程 (F, G) 的 任意 常 延 拓 (Feos 
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G4o) 中 ， 对 所 有 {>>to 时 ， 
(3.6.17) DS(F!o, GH) SREE iGo) 


这 表明 ， 如 (3.6.16) 成 立 , 则 (4,B) 是 一 平衡 过 程 。 反之, 设 
(4 有 是 一 平衡 对 ， 并 设 ( 玉 , 刀 )E 氏 是 有 天 00) = 4, G (0) 
=B, 于 是 存在 一 过 程 (F,G) 和 时 刻 t。 使 得 F=f,G'" = 
GG， 如 果 (Fio,G4o) 是 (PF,G) 在 to 的 常 延 拓 ， 则 (3,6,4) 和 
(3.6.17) 表 明 在 极限 ->t。 中 (3,6.16) 成 立 ， 

命题 2 $, BED, HI i AEO =A, 


GO- BEE, ORR 
Q(É,G) + B+ SKP”, G) =0 
成 立 ， 则 (4,8) 是 一 平衡 对 . 


See oo 


证 明 直接 由 定理 1 和 命题 1 得 到 。 
定理 3 Pit, B (F, G) 为 具有 如 下 性 质 的 过 
f 


(a) FA, GOED, - so <t<h, 
(b) (FO, GO) = (4,8), -tut 


(e) FU) = À, 
(d) FEC o0, h lE368; 


于 是 有 
t; ; 
(3.6,18) fira T Faydi2q 
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其 中 
TE) = TF', GY) 


证 明 由 定理 1 ， 命 题 1 ,并 用 公理 1 和 上 述 Ca) R) 
们 有 


JETO “PDdt XG) - Sto) 
但 由 假设 (b)， 
SaD SA, BSA), SH) SOC, Gn 
因而 由 假设 (c) 和 (3.6.7) 得 
(8.6.19) FG0<xG@) 


定理 证 明 完 毕 。 


3.7 翁 萨 格力 和 通 量 
热力 学 状态 变量 选 定 后 〈 即 选 好 本 构 方程 中 的 自 变量 
后 )， 焙 不 等 式 的 形式 成 为 
BAD IX) = XIa XXa -XD 
其 中 集合 {Xo} 和 ya} 分 别称 为 热力 学 力 和 通 量 。 集 合 { 工 2 


代表 X。 的 平衡 值 ， 即 能 使 炉 产 量 (entropy production) 为 
= 


(3.7.2) o(X2)=0 


的 值 。 例如， 在 (3,4,7) 中 出 现 的 力 和 通 量 如 表 1 所 示 。 
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表 1 


热力 学 力 (Xa 一下 2 | 相应 的 热力 学 通 量 
6 -= (P, /0 39/38 +0) 
x - (Pa /0)90/Əx* 
vr | /OT 0,34/38 r) 
xa | a Pz/əx* 
Xp a Pr /gre 
Gyn (ƏPz/Ə0) + (1/0)°Q 


我 们 注意 到 {J。} 和 {Xa} 的 选择 不 是 唯一 的 , 但 不管 作 
怎样 的 选择 ， 粹 产量 总 是 (3.7,1) 的 形式 ， 且 必须 是 非 负 的 、 
再 有 , 象 在 (3,4,8) 中 那样 ， 热 力量 通 量 中 某 些 可 能 为 等 ， 其 
结果 是 ， 炳 不 等 式 中 可 能 不 包含 相应 的 项 . 

在 应 用 翁 萨 格 关于 线性 非 平 衡 态 热力 学 的 理论 时 ， 假 设 
热力 量 通 量 对 热力 学 力 是 线性 的 ， 即 


(3.7.3) Jas X Las Xs- XD 
其 中 表象 的 常 系数 Loa 满足 称 为 DIR 33353] B 性 
关系 式 ， 

(3.7.4) L. ,= Tas 


当 (3.7,3) 代 入 (3.7.1) 后 ， 得 一 个 二 次 型 
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(3.75) o= Y Lus Xar XDXa- X9) 
因此 ， 要 热力 学 第 二 定律 被 满足 ,必须 附加 一 条 件 , 即 {as} 
是 一 个 非 负 二 次 型 的 系数 矩阵 。 

翁 萨 格 理论 在 化 学 物理 中 找到 广泛 的 用 处 ， 尽 管 这 理论 
的 反对 者 提出 重要 的 不 赞成 意见 [参见 Truesdell (1969, Ki 
录 IID)]1, 主 要 的 反对 意见 可 归纳 如 下 : C) 这 理论 是 线性 的 ， 
(2) 力 和 通 量 的 选择 不 唯一 ， 而 是 任意 的 ; (3 TRAIR 
乏 确 切 的 证 明 。 有 虽然 有 些 统计 力学 的 方法 证 实 了 互 着 关系 的 
用 处 (参见 Groot, 1952 第 二 章 )， 但 总 体 说 来 ， 这 个 课题 最 
好 也 不 过 仍 是 有 争议 的 。 

最 近 ，Edenlen (1972) 扬弃 了 反对 意见 (1) 和 (2)， 从 而 
提供 了 非 线性 过 程 的 一 个 数学 理论 。 这 理论 还 处 于 发 展 阶 
段 ， 但 我 们 相信 ， 迄 今 所 得 结果 是 重要 的 ， 且 有 些 前 途 ， 因 
面 下 面 对 这 理论 作 一 简介 , 

作 变 量变 换 后 (3,7.1) 可 写 为 


(3.7.6) o= PTE) KX 
其 中 {Ja} 经 过 重新 定义 , 取 原 先 的 Xa 作为 六:。 如 采用 互 北 
关系 
(3,7.7) Ja= J, LasXs 
e 
则 我 们 求 得 


(3.7.8) ƏJa/ƏX a = Lar = 91,/9X, 
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另外 ， 当 Xa=0 时 从 (3.3,7) 可 兄 

(3.7.9) L| yago 
因为 0 在 伽利略 变换 下 形式 不 变 ， 我 们 必须 还 要 求 》， I, X, 
在 伽利略 变换 下 形式 不 变 。 这些 考虑 促使 作出 以 下 一 些 定 


义 。 
定义 1 由 MM 个 热力 学 力 X: Xu 和 个 状态 参量 


ek et ai ht, i i 


Was, Wo 的 M 个 函数 组 成 
(3.7.10) 


Ja= Ja Wi, Wos Xi Xu), @=1,2,, M 
e L LULAT T A CEEE 


(3.7.11) 
9L/9X ,=9J,/9X., P=1,2;,M 
对 所 有 (W, X) 成 立 ， 
(3.7.12) JaW ip Wo; 0,20) = 0 


HERWEY o = 》) J.X, EMER T 形式 不 
变 以 及 


M 
(3.7.13) > Xe>0 
azl $ 


PRAW DORY. 
显然 当 Ja 对 Xa 为 线性 时 ， 以 上 这 些 都 成 立 , 如 同 在 前 
面 翁 萨 格 理论 中 所 看 到 的 那样 .但 对 于 非 线 性 理论 ,它们 导致 
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新 的 结果 . 
条 件 (3.7.11) 正 好 是 存在 一 个 通 量 势 $ 的 必要 且 充 分 的 
条 件 ， 这 个 少 是 户 + M 42863 (W X) 85 P828, A T 


(3.7.14) J.(W,X)=9%(W ,X)/9X. 
于 是 条 件 (3.7.15) 给 出 

(3.7.15》 — Ə6(W,X)/ƏX,|y - 0 = 0.. 
再 将 (3.7.14) 代 入 5 的 表达 式 ， 必 须 有 


Eg 


(3.7.16) o= > X.ə99/əX,>0 
于 是 要 {9%/3Xa} 成 为 一 个 翁 萨 格 集合 ， ó 必须 满足 (3.7， 
15), (3,7,16); 而 o 必须 在 伽利略 变换 下 形式 不 变 。 如 H 
fg( 王 ;下 ) 能 满足 (3.7.16), 则 存在 一 个 函数 gW, X 4848 


(3,7,17) g(W,X)>0, gW:0)=0 
以 及 
(3.7.18) J X.94/9X.= OY, X) 


HAWAR. 于 是 0o=g， 因 而 简化 的 炉 产 量 将 唯一 
地 由 已 知已 个 参量 矿 ，…， Wo 和 1 个 热力 学 力 X, , Xu 
所 确定 。 注意 这 个 结果 所 要 求 的 只 是 函数 gW; DOETE, 并 
不 需要 真实 知道 这 个 函数 为 决定 通 量 函 数 EWA), 在 条 
件 (3.7.15) 下 积分 (3.7.18) 式 。(3.7.18) 的 通 解 是 
(3.7.19) 
SWX =p WX + Í gW i x) SE 
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eh p WX) 是 齐 次 方程 


, 
(3.7.20) > X98/9X =0 
asi 


的 通 解 . 因而 o WOE X. 的 零 次 齐 次 函数 , 即 
Po Wa Xis A Xu) =p W; Xise An) 
此 外 5 必须 满足 (3.7.15)。 由 此 可 得 
W0, 50) = 4 W; Xis Xu) 


因而 ó, 不 依赖 于 Xa。 方程 (3.7.19) 现 成 为 
(3.7.21) 


WX =A W) + Í oW; XE 
上 式微 分 后 得 
(3.7.22) Aof IW: Dy 


IXa 
所 以 
(3.7.23) 


o I(TXa) 


1 9g W, Y 
-Í, A Ta 


因为 WX HE 0(3.7.17), gW; È g(W X) I — 4 E 
小 值 ， Ep 
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(3.7.24) 9g(W ,X)/9X, y = gF 


所 以 ，(3.7.23) 证 明了 (3.7.21) 满 足 条 件 (3.7.15)。 于 是 我 
们 建立 了 以 下 的 定理 (Edelen，1972): 

定理 1 MNAR Ja =J WD ARE 36 BE 格 
集合 当 生 仅 当 


LA er “0 


(3,7.25) Ja =96(W ,X)/9X. 
其 中 通 量 势 (W X) 由 
(3.7.26) 


W:X) = 4, W) foma Sa ar, 


对 某 个 函数 gW X) 给 出 ，9 具有 如 下 性 质 ， 


ee ee € 


(3.7.27) gW; X)>0, gW;0)=0 
在 这 些 条 件 下 ， 我 们 有 


(3.7.28) o= XXa = W00 =à 


asl 


于 是 ,已 知 满足 (3.7.27) 的 任意 函数 WX) ,就 决定 了 %g 和 ` 
ye， 且 满 足 热力 学 第 二 定律 . 


9《 邢 ; 污 ) 的 一 个 最 简单 例子 是 正定 二 次 型 
(3.7.29) Š 


g(W,X)= > LasXaXa, Las= Laa 


arh 


以 此 代入 (3,.7.26) 和 (3,7.25), -得 
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W:X) = (W) ++27L. X.X, 


a A 


Ja = Slax 


B=1 


(3.7.30) 


可 见 翁 萨 格 理论 是 选取 (3.7.29) 形式 的 g(W X) 而 形成 的 
一 个 特殊 情况 。 
如 面 看 来 ， 为 了 决定 一 个 有 所 希望 性 质 的 (W X), T 
要 知道 9( 琴 ;下 ) 的 形式 。 其 实 这 是 不 必要 的 ,函数 ¿(W X) 
所 希望 的 性 质 能 用 其 他 方法 得 到 保证 。 这 根据 对 函数 ó (W, 
X) 的 一 个 凸 性 条 件 。 这 个 条 件 同时 给 出 耗 散 函数 o 的 一 个 
上 界 ， 我 们 在 下 面 的 定理 中 给 出 这 些 结果 。 
定理 2 (Edelen) HAWX) 满足 条 件 
(3.7.31) 
PEW; AX + (1-2)Y JS<16(W,X)+(1-2)6(W; Y) 


(3.7.32) — Ə060W.X)/9X, yQ = 0 
则 Ja = 38/9X。 具 有 性 质 
(3,7,33) 
j “u 
o< > JX <$ W,2X) -WX 


PMA, HA 为 凸 且 其 极 小 值 在 下 =0 的 4 歼 ; 王 )， 不 必 假 
设 9( 琴 ;在 )， 它 可 由 


a ` 
(3,7,39 20W X) = > X,99/9X, 


a.l 
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决定 .对 于 凸 函 数 4， 在 所 有 二 处 3/3Xa3X>0, RM 
另 有 一 个 通 量 泛 函 的 集合 。 显 然 还 可 得 出 其 他 的 集合 ， 只 要 
XEHE |X | 函数 的 92/92 X.,9 X, 的 最 小 特征 值 安置 上 合适 
的 生长 条 件 即 得 .。 现 证 明 上 述 定理 。 由 凸 性 (3.7。31) 我 们 有 
LWX +Y 1 
=@[W;i(X +Y )+ (1-2) X3< 20 W X +Y J 
+(1-2)6[ W X 


因而 有 


#[W X +Y J- oW; XISSA W; X 
+Y1-LW,X3) 


$044 
(3.7.35) 


Y,94/9X,<é[W;X +Y 1-4 W,X1 


如 设 下 = -了 和 下 = 工 , 得 
(3.7.36) 
~- X.9$/9X.<$[W;0J- LW, X] 
(3.7.37) 
X.,96/9X.,<ó[W;2X1)-W;X1 


BLW XIEN, óárW,X1J-4[W;0J2>20. FE, SJ,= 
3%/3Xa， 即 得 (3.7.33)， 定 理 得 证 @。 有 意思 的 是 ， 这 个 


O 原 注 Edelen(1972) FZ Ë JEW; X NENTA I 8 M. 
在 泛 函 的 情况 中 (3.7.34) 用 ó 对 于 {Xa} 的 泛 函 导数 代替 。 
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定理 还 对 耗 散 函 数 吕 提供 一 个 上 界 。 这 个 上 界 其 实 是 -个 上 
确 界 。 

上述 建议 肯定 会 消除 对 线性 本 构 理 论 的 反对 意见 G). 
反对 意见 (2) 是 关于 翁 萨 格 通 量 的 非 唯一 性 ， 这 由 下 述 定 理 
来 消 陈 。 

定理 3 如 果 0=o W:X) 是 一 个 真实 物质 体 的 焙 
产量 函数 ， 使 有 


(3.7.38) a(W;X)>0, o(W;0)=0 


则 有 一 个 且 仅 有 一 个 热力 学 通 量 时 的 盆 萨 格 集合 (J. (W; X)) 
使 得 ” 


， 
(3.7.39) WX) = Y IWD X, 


Wasibi Ri UF ZRU 00W20 表达 由来， 
(3.7.40) 


Ja WX) = Í [ac(P:*X)/a(rXs)jar 


证 明 RAJE ARRAI.. 14)3.7.21), 
(3.7.27) 和 (3.7.28) 必须 成 立 。 因 为 AX) 必须 满足 
(3.7.28), (3,7,28) i o(W X)=g(W X), 其 中 g 满 足 
(3.7.19)。 于 是 (3.7,21) 给 出 

(3.7.41) 


AWD Go WY f OW, X) ge. 


因而 (3.7.14) 给 
(3.7.42) 


0 


J IX) = 99 0,X)/9X, 
= Í LOW; tX)/30 Xa) Jdr 
0 


定理 证 毕 . 
注意 在 这 证 明 中 重要 的 是 互 送 关系 (3.7,11)。 这 种 关 
系 是 作为 公设 而 成 立 的 ,因而 反对 意见 (3) 仍然 有 效 , 还 需要 
把 它 建立 在 其 他 的 根据 上 ,或 者 用 其 他 更 明显 的 公理 代替 它 。 
通 量 势 2 ( 卫 ; 忌 ) 具 有 一 些 有 趣 的 性 质 ， 它 们 可 由 (3.7， 
21) 推 导出 。(3.7.21) 的 偏 导数 给 出 


(3.7.43) 
X) = W:X) _ (` 399W; X) 
JW X) = S IGX dr 
JaW X) . IY EWA) ` 
Xas oX OMNIO Xa ON 
sfer org WtR) j 
0 9CeX.)9C(xX. i): 9(7X;7) 


引进 如 下 的 线性 微分 算 子 D: 


M 
(3.7.44) @=)X.9/9X, 


a=1 
求 得 
ORÈ 例如 ， 在 线性 昂 萨 格 理论 中 o = X L. a X. X., 
因而 oa = X J.X, 给 出 J. = Ya L a Xa 1384132 RN BE H m 
£ 9Js/9Xs = 9Js/9Xa 的 话 。 没 有 这 个 互 逆 关 系 我 们 就 会 得 到 
Ja= (Lag+Sas)XXs， 其 中 Ss 是 一 个 任意 的 反对 称 和 矩阵 ， 寻 
Saa = — Saa, 


J61 


(3.7.45) 


àt 


oW:X) = XXa JaW; X) 


as 


MH 
i 9ó4(W.2) _ ; 
=) Xa JX = @ó0W: X) 


2an 


D4 = 人 DoWsr KX) dr/r 
1 A 
=Í D X.r9o0W r X)/9Cr X.) dr 
“= 1 


= 人 Cao,rX)/ard， 
=g(W;X)- g(W.0) 
因为 9( 琴 ;0) = 0， 故 有 
(3.7.46) S(W.X)=g(W. X) 
BRI Wo(W X) = 5 和.1JaXa 的 逐次 导数 ， 并 利用 互 逆 关 


系 (3,7.11)。 利用 (3.7.45) 和 (3.7.。46) 我 们 得 
(3.7.47) 


3*0 (W; a 


` WX) 
DXX a Xa TOLD 


3 Xar 


3t'o(W; X) 


1 
OHD IXI Xa) Ə(TX.,) ar 


#X=0,c0W, X38829 R M oW: =0, HE, 
= 0 R£ EX =0 br trJ kako. 于是 由 (3.7.47) 
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见 到 
(3.7.48) 
Ə"*tc(W X) ər. JaW: Xx): 

IXa Xa SX. X=0= SX. Xar.’ X =0 
因为 Ja = 94$/9Xa，(3.7,.48) 表 明 60 W AXR o (W; X) 在 
X =0 处 具有 完全 相同 的 非 零 导数 ,另外 , (W Xo (W X) 
EX =0 处 具有 同 阶 的 极 小 量 。 因 为 

(3.7.49) 


(r+1) 


SWD =p W) + f OWD) 0 = 6 0) 
我 们 见 到 
SW: X> (W) = AW) 
又 因 gW; tX)>0 H. 
W:X -4 W) = f gW: X)dr/7 


HPA E) W, (W 0) 6 (W X) — FX 8. F 
是 在 没有 约 训 时， 热力 学 平衡 状态 下 = 0 [ 亦 即 c (W 0) = 01 
可 以 由 极 小 值 原理 

(8,7.50) min 4 W X)=é(W 0) 


得 到 。 <N T Wk EE 5 PE kk PE10 E H BJ 362 K 理 的 基础 
[参见 Gyarmati (1970)]。 在 线性 翁 萨 格 理论 中 o (W X). 
有 二 次 曲面 的 均匀 性 质 。 这 里 展开 的 非 线性 理论 容许 有 振荡 
RTA BIES W ASS RER TAERE as 而 在 线性 理 


@ 译注 原文 未 说 明 & 的 意义 ， 可 能 指 消 、 


论 中 则 没有 。 在 这 种 临界 点 下 处 可 能 有 o (W X) = 0. 因而 
AE a Ba Ma F ARAE I E Eh AF a PL APT REE, 而 该 处 的 

AR JaW DONUP URE F. 38 R š (W X) 
有 个 有 用 的 性 质 ， 即 它 排 除了 这 些 临界 点 。 事 实 上 ， 如 考虑 
天 作为 人 MM 维 空间 gx 中 的 一 个 矢量 ， 则 可 以 写成 


(3.7.51) o(W;X)=X : Vxó(W;X) 


Bo (W X)>0 HX : Vx 5 Z 中 径 向 导数 成 正比 ， 通 量 
DAWA) 沿 Eu 中 径 向 射线 是 一 个 非 递减 函数 .另外 ， 
(3.7.51) 说 明 ， ó 的 径 向 导数 只 在 使 c( 栈 ; 互 ) = 0 的 那些 下 
处 等 于 零 . (W X fE lË c (WX E 的 及 处 至 少 有 
一 个 非 零 的 偏 导数 .利用 (3.7.43) 和 (3.7.46) 后 得 


(3.7.52) J.(W.X)=Ə9%#(W ,X)/9X, 
= J L30 W:1X)/30 Xa) dr 


可 以 利用 简单 的 例子 表明 ， 一 般 说 来 ， 当 o(W: X)=0 RX 
天 0 BJ. (W X)=0. WE J.W; X)4X Z 0 % 2 B. 
oW X)=0,WX 是 一 个 平衡 点 。 如 果 它 不 是 ， 我 们 仍然 有 


c (W X) = )= 27 JaW, X) = 2 Ə2(W.X)/əX, , 


MIRRI Eyo 这 表明 所 有 能 使 


8.7.53) YX, /9X. =0 


a=1 


的 那些 点 及 组 成 所 有 可 逆 点 和 热平衡 点 的 集合 ， 而 平衡 点 由 
1⁄4 


c 


(3,7.54) WX) /9Xa=0 


siy 
HU 


3.8 翁 萨 格力 势 ” 变 分 原理 
SRE Ja (W:X) 的 定义 是 
(3.8.1) JaW: X) = 96(W , X)/9 X, 
设 以 
(3.8.2) 3Ja/AX =9°ó(W;X)/9X,9X, 


为 元 素 的 矩阵 在 菜 些 点 不 外 为 非 奇 异 的 ， 那 么 我 们 可 以 (在 
原则 上 可 以 ) 解 出 下 ， 以 (本 ;JJ) 表达 出 。 由 (3。.7,40) 我 们 有 
(3.8.3) š 


9J./9X, = Í Co:o (Wsr X)/9GX.)9(FX.) rdr 
于 是 ， 要 (3,8.1) 的 解 


(3.8.4) X=X(W.; J) 
存在 的 一 个 充分 条 件 是 对 所 有 五子 0 
(3.8.5) 


= fi OW; X) 
o YSS oO (FR) OR Yo (ry 


RNAV: X) EX = 0 处 有 一 绝对 极 小 值 。 于 是 X 
=O PII AIR A i det (OJa/OX 320, LEN "HAEE 
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德 变换 引进 力 势 y (W J), 
(3.8.6) 


WW: J) = SWD -IW XWD) 
aat 


AAN 是 一 个 正则 区 域 。 利 用 这 变换 后 ， 有 
(3.8.7) Xa (WJ) = 9%(W ;J)/9J, 
(3.8.8) 

IPW: J)/IW a = - IHW; X) /IWa 

由 (3.8.4) 得 关于 力 的 互 逆 关系 
(3.8.9) = ƏX,/9J = 9X,/9J, 

13072 R RH 


(3.8.10) o= > 77,900W J)/9J.>0 
HR (W J) J, 的 一 个 非 递减 函数 。 对 (3,8.10) 积 分 ,得 
(3.8.11) 
UWD =p W) + f oW -E 


MAY (WJ RA AW OREH. IFAW: X) 
所 作 的 关于 平衡 态 的 那些 结果 对 于 W DARREL. 
MESAER DW: XJ), CE 


(3.8.12) D(W;X,J)=ó(W;X)+0(W;J) 
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z. 


用 这 个 函数 可 以 构造 一 分 变 分 原理 ， 如 令 
(3.8.13) 


M 
KWX: D) = X JaXa -4 WX) -YW 


ası 


并 求 得 
(3.8.14) 


dk oSA x- PP) Jua (Ja 2E) 


dt 
2 t aw) e 


利用 (3.8.1)，(3.8.7) 和 (3,.8.8) 得 到 
(3.8.15) dK/dt = 0 


反之 ， 如 (3.8.1) 成 立 ， 则 (3.8.14) 意 味 着 (3.8.7) ,而 如 (3， 
8.7) 成 立 ， 它 意味 着 (3.8.1)。 所 以 得 到 结论 BH XH It É 
琴 ( 必 ,天 (于 ;下 :JJ) 是 运动 的 一 个 常量 ， 凡 是 


(3.8.16) X. =90/9J,, J.=99/9X., 


成 立时 。 如 dK/dt=0 且 (3.8.16) 中 任 一 个 成 立 ， 则 另 一 个 
也 是 正确 的 。 把 d/dt 换 成 “ 变 分 算 子 ó", 我 们 有 6K = 0。 于 
是 (3.8.12) 和 (3.8.13) 给 出 变 分 原理 : 


(3.8.17) óla- D) =0 


如 写成 显 式 ， 则 有 
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(3.8.18) 


M 
N ag A 
2 3 -ota + (x. - Bi) aJa] = 
它 表 明 (3.8.16) 中 任 一 式 意 味 着 另 一 式 ， 
如 系统 中 有 某 些 约 训 ， 例 如 ， 力 约束 
(3.8.19) fr(K)=0, r=1,s0 


引进 拉 格 朗 日 乘 子 +, 9 


(3.8.20) òo- D- Df =0 


展开 得 


+(x,- -2r t 27/81 =0 


这 给 出 


c 


(3.8.21) Ja = (8g/3Xa)+ 372,9/,/9X., 


Xa=9%/ƏJas f.(X)=0 


为 得 到 乘 子 j， 以 (3.8.21): 代 入 (5.8。21):， 再 用 (3.8.21) 


代入 这 表达 式 ， 即 
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h. 


an 


(3.8.22) 


(WD. Ji 


3J, J, = (3$/ƏXa) + E? n 14rƏfr/ƏXa 


利用 (3.8.21) 所 给 的 Jas SH 


TW; X) = y( (9#/9X.) + 5 1Ə/,/əx,)x, 


因为 0 = Baai X.96/9X., 我 们 见 到 ， 由 于 约束 炳 产量 的 变 
化 为 
(3.8.23) 


s(W,X)- S(W X) = 372 X,9/,/9X, 
注意 (3.8.21), 仍 然 表明 互 逆 关 系 ， 对 通 量 的 形式 为 h,(J) 的 
约束 ， 以 及 一 般 情况 下 的 P, (X; J) = 0 都 可 用 相 类 似 的 方 


AH, Edelen 在 较 晚 的 著作 (1973) 中 把 他 的 理论 应 用 于 
研究 渐 近 稳定 性 和 (化 学 ) 反 应 动力 学 。 
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